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RESUMO

O presente trabalho abordara os principais conceitos e resultados para a determinacdo de
raizes de polinbmios sobre um corpo qualquer, em especial de polindmios cubicos pela
dificuldade enfrentada por muitos estudantes, bem como do processo histérico e dos esfor¢os
enfrentados pelos principais matematicos que focaram seus estudos para determinar as raizes
de um dado polindmio. Assim, no decorrer dos estudos feitos, o leitor ird perceber que
existem varias maneiras desenvolvidas por diferentes matematicos para a determinacao de
raizes de polindmios, mais precisamente sobre polindmios cubicos em anéis comutativos. Os
processos que serao apresentados sdo processos simples e praticos de facil compreensdo, mas
eficientes quando se trata de polindmios e a determinacdo de suas raizes, pois foram
desenvolvidos para minimizar as dificuldades encontradas. Dessa forma, garantir a validade
dos principais conceitos e resultados apresentados que serdo discutidos no decorrer do texto
por meio de exemplos praticos que contribuird de forma significativa para um bom
entendimento do leitor. A nocdo de grupos e anéis tratados aqui nos permitira realizar estudos
mais avancados sobre 0s processos para identificar as raizes de determinados polindmios e
assim permitir 0 uso de outros mecanismos eficientes que serdo tratadas detalhadamente no
corpo deste trabalho, tais como a utilizacdo de: algoritmos, defini¢des, teoremas, software
computacional e andlises graficas. Contudo, saber reconhecer quando é necessario utilizar os
conceitos sobre extensGes algébricas, principalmente quando nos deparamos com raizes
quadradas de numeros negativos. E como existem polindbmios cubicos que ndo apresentam
apenas raizes reais, apresentaremos metodos para a determinacéo de tais raizes.

Palavras-chaves: Extensdes Algébricas. Polindmios Cabicos. Raizes de Polindbmios.



RESUMEM

El presente trabajo discutira los principales conceptos y resultados para la determinacion de
raices de polinomios sobre un cuerpo cualquier, en especial de polinomios cubicos por la
dificultad que enfrentan muchos estudiantes, asi como todo proceso historico y los esfuerzos
enfrentados por los principales matematicos que centraron sus estudios para determinar raices
de un polinomio dato. Asi, en el transcurrir de los estudios, el lector ird percebe que hay
varias maneras desarrollados por diferentes matematicos para la determinacién de raices
cubicas en anillos de polinomio, més precisamente en polinomios cubicos en anillos
conmutativos. Los procesos que seran presentados son procesos sencillos y practicos de facil
comprensién, pero eficiente cuando tratase de polinomios y la determinacion de sus raices, ya
que fueron desarrollados para las dificultades encontradas. De esa forma garantir la validez de
los discutidos en el texto a través de ejemplos practicos que contribuira para la comprension
del lector. La nocion de grupos y anillos tratados aqui nos permitira llevar a cabo mas estudios
sobre los procesos para identificar las raices de ciertos polinomios y asi permitir el uso de
otros mecanismos que seran tratados detalladamente en el cuerpo de este trabajo, como el uso:
algoritmos, definiciones, teorema, software computacional y analisis grafica. Sin embargo,
saber reconocer cuando se necesita para utilizar los conceptos de extensiones algébricos,
principalmente cuando se enfrentan con las raices cuadradas de los nimeros negativos. Y ya
que hay polinomios cubicos que no sélo tienen raices reales, presente los métodos de
determinacion de estas raices.

Palabras clave: Extensiones Algébricas. Polinomios Cubicos. Las Raices de los Polinomios.



LISTA DE SIMBOLOS E ABREVIATURAS

TFA: Teorema Fundamental da Algebra.

N: Conjunto dos nimeros naturais.

Z: Conjunto dos nimeros inteiros.

nZ: Inteiros maltiplos de n.

Zm: Numeros inteiros modulo m.

Zy: Numeros inteiros modulo p, com p primo.

Z[x]: Conjunto de polindbmios com coeficientes inteiros na variavel x.
Q: Conjunto dos nimeros racionais.

R: Conjunto dos numeros reais.

C: Conjunto dos nimeros complexos.

K: Um corpo qualquer.

K[x]: Conjunto de polindbmios com coeficientes em K na variavel x.
d: Grau de um polinémio.

(X, y): Par ordenado.

(G, +, -): Grupo G munido das operag0es de adicdo e multiplicagéo.
(A, +, *): Anel A munido das operacgdes de adicdo e multiplicacéo.
S(P): O conjunto de todas as bijecOes de P.

n!: n fatorial.
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INTRODUCAO

Desde o comeco da construcdo da algebra, sempre houve uma preocupagdo com a
procura de métodos que poderiam ser aplicados de modo geral e eficientes, principalmente no
que se referia a métodos gerais para a resolucdo de equacdes polinomiais. Quando houve o
desenvolvimento de uma notacdo mais apropriada aos polinbmios com relacdo a letras
representando seus coeficientes e varidveis, foi permitido encontrar formulas gerais que
facilitasse a resolugédo de equacgdes polinomiais, embora poucos tivessem acesso a esses
procedimentos para a resolucdo de equacdes.

Serdo apresentados procedimentos de forma clara e objetiva, como alguns
matematicos do passado tiveram que enfrentar muitos desafios, como por exemplo, ter a
validade de seus trabalhos reconhecidos, para se chegar ao conhecimento que temos hoje,
desafios que a principio ndo foram muito bem aceitos por estudiosos da area na época.

Primeiramente se fara uma breve introducéo sobre o contexto histérico dos polinémios
bem como os obstaculos enfrentados por muitos estudiosos para a determinacéo de raizes de
polindmios, em particular, de polindmios cubicos, sendo esse um dos problemas mais antigos
da matematica enfrentados pelas pessoas que dirigiam suas atencdes a esse tipo de situacdo. A
abordagem procedimentos para encontrar as raizes de um polinémio sera de forma simples,
que facilite a compreenséo do leitor.

O tipo de pesquisa feita para a elaboracdo deste trabalho foi a pesquisa bibliografica,
isto €, pesquisa elaborada por meio de diversas leituras em diferentes fontes de dados que
tratam o referido assunto, assim ter condicdes de fazer uma analise de varias maneiras acerca
do tema abordado por essa modalidade de pesquisa.

Severino (1941, p.122) aponta que ‘‘a pesquisa bibliografica ¢ aquela que se realiza a
partir do registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores, em documentos impressos,
como livros, artigos, teses, etc”’. Dessa forma para a realizacdo de uma pesquisa dessa
modalidade faz-se o uso de informacdes ja mencionadas por outros pesquisadores que foram
devidamente documentadas, assim os textos ou as informacdes encontradas e analisadas de
forma adequada para se dar procedéncia na constru¢do de uma pesquisa acabam se tornando
fontes indispensaveis dos temas a serem estudados.

O trabalho dividiu-se em 3 capitulos direcionados aos estudos sobre raizes de

polinbmios cubicos, apresentando 0s principais conceitos e resultados para encontra-las.
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O primeiro capitulo apresenta o contexto historico de um dos conceitos principais da
Algebra relacionados a raizes de polindmios, o0 Teorema Fundamental da Algebra (TFA), e 0
processo enfrentado por alguns matematicos em tentar chegar a um conceito definitivo para o
TFA.

O segundo capitulo aborda os principais conceitos e resultados para o
desenvolvimento deste trabalho, tais como: grupos e anéis bem como as propriedades
relacionadas.

O terceiro capitulo trata dos métodos para determinacdo das raizes de polindbmios
cubicos podendo ser reais ou complexas com utilizacdo de alguns teoremas, algoritmos e
definicdes.

E por fim, as considera¢es finais que trara informacdes acerca de todo o processo de
construcdo deste trabalho, desde as dificuldades encontradas até os objetivos alcangados.

Dessa forma o leitor tera melhores condicbes de compreender os pontos que serdo

tratados no corpo de todo o trabalho propriamente dito produzido.



1 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Entre as preocupacBes que muitos estudiosos de matematica enfrentavam, como
D’Alembert (1717-1783), Karl F. Gauss (1777-1855), Niels H. Abel (1802-1829) era
descobrir qual seria a quantidade de raizes que um determinado polinémio apresenta. Assim,
em consequéncias dos estudos de D’Alembert, Karl F. Gauss, Niels H. Abel, entre outros
estudiosos, podemos identificar o nimero de raizes de polindmios por meio do Teorema
Fundamental da Algebra.

Os processos para obter a resolucdo de equacdes polinomiais foi uma das principais e
mais dificeis preocupacfes de muitos que focavam seus estudos a algebra abstrata (ver
apéndice A). Matematicos reconhecidos realizavam varias pesquisas para mostrar a validade
de seus trabalhos escritos, e em virtude dessas pesquisas 0 matematico francés D’ Alembert no
ano de 1746, imaginou ter chegado a conclusdo de que tinha conseguido demonstrar a
seguinte situacao: toda equacdo algébrica escrita na forma
ApX™ + Ay x4 ay x4+t ayx? +ax+ay =0
de grau n', para todo n maior ou igual a 1, possui no minimo uma raiz imaginaria ou
complexa.?

Essa situagdo apontada pelo francés ficou conhecida como um teorema que leva o seu
nome, ou de maneira mais conhecida hoje, Teorema Fundamental da Algebra (TFA). De
acordo com Oliveira (2011, p. 6) “Em 1799 o alemao K. F. Gauss (1777-1855) em sua tese de
doutorado apresenta uma demonstracdo para 0 TFA que veio a ser considerada a 1° prova
correta do TFA”. Gauss em sua tese de doutorado ja desconfiava que fosse pouco provavel de
se obter a solucdo de equacgdes polinomiais de grau maior que 4 por meio de expressoes
matematicas que envolveria seus coeficientes. Essa ideia colocada por Gauss (1777-1855) s6
foi aceita através de pesquisas e trabalhos realizados pelo noruegués Niels H. Abel (1802-
1829) e pelo francés conhecido como Evariste Galois (1811-1832). A algebra abstrata ou
moderna, teve um grande avanco por meio dos trabalhos e pesquisas desenvolvidas sobre 0s
processos de resolucdo de equacges algébricas, que teve inicio com os trabalhos de Abel e

Galois.

! Expressdes que envolvem expoentes menores que zero ou fracionarios ndo séo polindmios.

2 , . I ~ . .
Numeros imaginarios ou complexos sdo todos aqueles que podem ser escritos de forma a + i, paraa e € R.
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Neste periodo, matematicos consideravam a &lgebra como parte fundamental para a
teoria dos polinémios, no qual poderia considerar seus coeficientes reais ou complexos. A
mesma consideracdo poderia ser feita para as equacdes algébricas, onde o Teorema
Fundamental da Algebra passou a ser incontestivel. O TFA também teve uma elevada
importancia para a histdria e desenvolvimento dos nimeros complexos em toda sua extenséo.

Houve muitas tentativas para se demonstrar o TFA por procedimentos variados, em
alguns casos obtendo éxito, e em outros ndo. A demonstracdo mais convincente em termos de
simplicidade € colocada pelo matematico Jean Robert Argand (1768-1822) no ano de 1814,
mesmo assim a prova do teorema apresentava um problema. Observe o que Oswaldo Rio

Branco Oliveira diz a respeito da demonstracdo de Argand:

O problema com a demonstracdo de Argand é que ela utiliza a extracdo da raiz n-
ésima arbitraria de um nimero complexo arbitrario e via de regra tal extracdo é feita
usando a Formula de Moivre, a qual requer as fungGes transcendentais sen6 e cos6.

Ainda assim, a prova de Argand, ainda que classificada como “facil”’, ndo é
elementar. (OLIVEIRA, 2011, p. 9)

Em todas as maneiras® de se demonstrar o TFA colocadas até o momento, pode se
verificar a existéncia de um fator relativamente comum entre eles, em todas as demonstrac¢des
foram aplicadas teorias relacionadas de forma analiticamente, embora pelo enunciado do
teorema se possa perceber uma forma explicitamente algébrica. Assim o teorema nos diz que

toda equacdo algébrica possui raizem um determinado corpo, Fogliarino Brolesi aponta que:

Em matematica, o teorema fundamental da Algebra afirma que qualquer polindmio
p(z) com coeficiente complexo de uma variavel e de grau n > 1 tem alguma raiz
complexa. Por outras palavras, o corpo dos nimeros complexos é algebricamente
fechado e, portanto tal como com qualquer outro corpo algebricamente fechado, a
equacdo p(z) = 0 tem n solugdes ( ndo necessariamente distintas). (BROLESI, 2006,

p. 2)

Com o descobrimento do TFA, pdde-se determinar com precisdo qual seria a
quantidade exata de raizes de um dado polinbmio e dessa forma o teorema passou a ser
considerado de grande importancia para o estudo de raizes de polindmios de grau n, assim

considerado um dos principais resultados dessa  teoria.

® Todas as demonstracdes do teorema envolvem Analise ou, mais precisamente, o conceito de continuidade de
uma funcao real ou complexa. Algumas fungbes também empregam derivabilidade ou mesmo funcgdes analiticas.
(BROLESI, 2006, p. 6)
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2 PRINCIPAIS CONCEITOS E RESULTADOS DE GRUPOS E ANEIS

Neste capitulo serdo apresentados principalmente 0s conceitos sobre a teoria de grupos
e aneis, que serdo Uteis para o estudo de raizes de polinbmios cubicos em anéis comutativos,
assim de forma bastante simples discutiremos as propriedades basicas de grupos e anéis,

objetivo principal deste capitulo.

2.1 Nogdes De Grupos E Anéis

A teoria de grupos nos fornece uma ferramenta muito Gtil para trabalhar com equacgoes
polinomiais de grau n, para todo n > 1. Como estamos nos referindo a grupos que possui um
conjunto de elementos quaisquer (como exemplo podemos citar o conjunto dos ndmeros
inteiros representados por Z), que nada mais € uma estrutura algébrica composta por
operagOes de adicdo ou multiplicacdo que satisfazem os principais axiomas ou propriedades
operatorias, ou seja, associatividade, a existéncia do elemento neutro e a existéncia do
elemento simétrico. Se ainda pudermos mostrar a validade da propriedade comutativa, o
grupo em estudo recebe um nome diferenciado, de grupo comutativo. As operacgoes
mencionadas simplesmente combinam dois elementos de um grupo G a um Unico elemento

também de G. Observe que:

Sejam x e y dois quaisquer elementos de um conjunto G. Diz-se que ¢ é uma
operacdo binéria definida em G, ou lei de composic&o interna em G, sse* ao par
ordenado (x, y) de G X G corresponde, pela operagdo ¢, um tnico elemento de G,
que se designa porx @ y.
¢pGXG—-G

(x,y) = z=x9 Yy (PINTO, 2009, p. 5)

4 Lé-se: se, e somente se.
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Dessa forma Pinto (2009) deixa claramente explicito que as operacdes realizadas por ¢
no conjunto G relaciona seus elementos dentro do proprio conjunto G, sob um dnico

elemento.
Considere p um ndmero primo positivo e o conjunto Q(ﬁ) = {a + bﬁ/ abe
Q} munido da operagdo usual de adi¢do. Mostraremos que Q(\/Z) com essa operacao é

grupo, para tanto devemos verificar a validade de algumas propriedades operatorias, sdo elas:

associatividade, existéncia do elemento neutro e a existéncia do elemento simétrico.
Observemos que vale a propriedade associatividade. De fato, sejam x = a; + blf,

y =ay + by /p e 2= az + bs,/p. Verificaremos que x + (y +2) = (X +) + 2

X+ +2)=(a; + bn/ﬁ) + [(a; + bzﬁ) +(asz + bzﬁ)]

X+(y+2)=(a + b1\/5) + [(a; + a3) + (b, + bs) \/5]

X+ +2)=(a +(az + az)) + (by + (b, +b3))\/§

Como Q € grupo associativo, entdo

X+ (y+2)=((a +az) + az) + ((by + bz)+ b3) \/5

por defini¢do de adi¢do temos que

X+ +2)=[(a; +az)+ (b + bz)ﬁ] +(az + b3\/5)

X+ (y+2)=[(a + b1\/5) +(a; + bzﬁ)] +(az + b3\/13)

x+(y+z)=x+y)+z
Agora verificaremos a existéncia do elemento neutro. Consideremos x = a, + blf, X

GQ(ﬁ)ea=m1+ ny/p, My, ny €Q.

xXtoa=x

(a, + bn/?) +(my + nlﬁ) =a; + b1\/5

(a; + my) + (by + n1)\/5 =a; + b1\/5

m=a + (—a;) =0

a1 + m1 = a1
=0 +
{ n = by, + (=by) =0 e portanto a = 0 Oﬁ (elemento

b+ n, = b, dai, segue que {

neutro), logo
xX+toa=x
Finalizaremos mostrando a existéncia do elemento simétrico. Dado
X = a; + biy/p, X € Q(/p), existe um elemento w = ¢; +dy\/p € Q (/p) tal que

xXt+tw=a.

(az + by /) + (c1 + dyy/p) =0+0,/p
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(a1+c1)+(b1+d1)\/5=0+ 0\/5

a1+C1=O {C1:0+(_a1):0 — _ —
{bl+d1:05egueque =0+ (_b1)=0portantow— a; — b Jp=—x

Dessa forma, x + w =«

Assim concluimos que o conjunto Q(,/p) = {a + by/p/ a, b, € Q} munido da

operacdo de adicdo € um exemplo de grupo. E se @(\/15) verificar também a propriedade

comutativa, dizemos entdo que Q (\/5) é grupo comutativo. Ou seja, considere X = a; +

biJo X € Q\/p) ey =a,+ by\/o y € Q(/p). Verificaremos que x +y =y +x
(propriedade comutativa)

x+y =(a; + by\/p) + (ay + bz\/p)

X+y=(a; +ay)+(b; +by) \/_ como a propriedade é comutativa em @Q, logo temos

X +7y =(az + a;) + (b, + by) \/p, € portanto

X+y = (ay + by\/p) + (a1 + by /p), isto é, x +y = y + x. Assim concluimos que Q (,/p)
€ grupo comutativo.

As operagOes aqui mencionadas referem-se aos elementos que compdem o grupo, isto
é, as propriedades operatdrias devem ser validas para quaisquer que sejam os elementos, caso
contrario, se pelo menos uma propriedade nédo € valida, logo o conjunto mencionado ndo sera
dito um grupo. Se um determinado grupo satisfaz a operagdo de adicdo, ele sera chamado de
grupo aditivo, se satisfaz a operacdo de multiplicacdo sera chamado de grupo multiplicativo,
quando a operacgéo ndo for definida, adotaremos a operagdo multiplicativa. No que se referem
as operacOes que compbem as estruturas algébricas aqui trabalhadas, principalmente as
propriedades operatdrias que mencionam a existéncia dos elementos simétricos da adicédo e
multiplicacdo, devemos observar que o elemento simétrico da adicdo é também chamado de
oposto, ou seja, dado um elemento qualquer & de um grupo aditivo, o oposto de a sera
simbolizado por —a, e de um grupo multiplicativo o elemento simétrico podera ser chamado
de inverso, isto é, tomemos um elemento qualquer f, o inverso sera simbolizado por 1.

Como estamos focalizando o estudo em raizes de polindmios, a construcdo a seguir
enfatiza que a permutacdo das raizes munido da operacdo composi¢cdo € um grupo
denominado por grupo das Permutagdes de um conjunto finito P qualquer, denotados por
S(P). Seja P = {1, 2, 3, ---, r}, para entendimento de nossa escrita S(P), que segundo

Domingues (1982, p. 83) descreve simplesmente “o conjunto de todas as bijecGes de P”.
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De acordo com Domingues (1982, p. 83) “se E = {1,2,...,n}, n > 1, tem-se um caso
particular importante. S(E) passa a ser indicado por S,, e denominado grupo simétrico de grau
n. A analise combinatdria nos mostra que S,, € um grupo de ordem n!”.

Portanto, considerando a ordem de S(P) dos polinbmios cubicos é dado por Ss, ou
seja, por 3! °.

Compreendida a nocdo basica de grupos, podemos agora introduzir a nocao de Anel.

r

Segundo Hygino H. Domingues ¢ Gelson Iezzi (2003, p.211) anel é “Um sistema matematico
constituido de um conjunto ndo vazio A e um par de operacGes sobre A, respectivamente uma
adicdo (X, y)—x +y e uma multiplicagdo (x, y)—xy (ou x - y)”.

Contudo para que um conjunto ndo vazio (4,+,) ° seja denominado de anel é
necessario que este conjunto seja um grupo comutativo’ com relacdo & primeira operagao,
para quaisquer que sejam 0s elementos contidos em A. Para o caso de anéis, segue as

seguintes observacoes:

Observagdes: 1) Observe que a multiplicacdo ndo necessita ser comutativa. Quando
isto ocorrer, dizemos que A é um anel comutativo.

2) Um anel ndo necessita ter elemento neutro da multiplicacdo (isto é, um elemento
y tal que Xy = yx = x para todo x € A). Este elemento é chamado de unidade do anel
e denotado por 1. Quando um anel A possui 0 elemento neutro da multiplicacéo
dizemos que A é um anel com unidade.

3) Os elementos ndo nulos de um anel ndo necessitam ter inversos multiplicativos
(isto é, y é inverso multiplicativo de x se e somente se xy = yx = 1). Os elementos
de um anel A que possuem inverso multiplicativo sdo chamados de invertiveis de A
ou unidades de A. (MARQUES, 1999, p.10 e 11)

E ainda,

Se um anel A, +, - satisfaz a propriedade:

X, yEA x-y=0=>x=00uy=0, dizemos que A, +, - ¢ um anel sem divisores de
Zero.

Se A, +, - € um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que
A, +, - ¢ um dominio de integridade.

E finalmente, se um dominio de Integridade A, +, - satisfaz a propriedade:

XEA x#0,existey € Atal que X - y =y - x =1, dizemos que A, +, - € um corpo.
(GONCALVES, 1979, p. 34 e 35)

> 31 simplesmente descreve o produto de fatores consecutivos, ou seja, 3 - 2 - 1. Para n! (n fatorial), temos n! =
nn-1)(n-2)(n-3)--- (3)(2)()

Anel A munido das operagdes de soma e produto.
" Grupo para a qual é valida a propriedade comutativa, isto é, dados quaisquer elementos x e y de um grupo G
com a operacdo de composicao interna * tém-se que X * y =y * x. O grupo podera ser identificado também como
grupo abeliano, gracas ao matematico Niels H. Abel.
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A partir dos apontamentos feitos por Goncalves (1979) e Marques (1999) acima,
podemos perceber que existem varios tipos de anéis no que se refere a multiplicacdo, ha anéis
que possuem elemento neutro e outros ndo, ha anéis comutativos e outros ndo, ha anéis com
unidade e outros ndo, ha anéis que sdo dominio de integridade e outros ndo e finalizando ha
anéis que sdo corpos e outros nao.

Como o foco de nosso trabalho é fazer um estudo sobre raizes de polinémios cubicos,
assim tomemos um conjunto qualquer representado por L% com duas operacdes bem
definidas. Construiremos a seguir o anel de polindbmios L que identificaremos por K[x] um
conjunto formado por todos os polindmios escritos na varidvel x, com coeficientes no corpo
K. Observe que K é um anel comutativo.

R;: A operacdo da adicéo € associativa, ou seja, dados  quaisquer
P(X) = X" a;xt, Q) = Y bixt e R(X) = X1, c;x! elementos de K.

Por definicdo temos que:

P(X) + (Q(x) + R()) = Zloapx’ + (Niobix’ + Nl cix?)

P(x) + (Q(x) + R(x)) = X aix’ + (i (b; +¢;) x1)

P(x) + (Q(X) + R(X)) = X%, (a; + (b; + ¢;)) x*, como a regra é associativa, logo

Px) + (Q(X) + R(X) =X, ((a; + b)) +c;)x', dessa forma chegamos ao seguinte
resultado:

P(x) + (Q(x) + R(X) = (Zfzp aix’ + Xiobix?) +Xigcix’, ou seja,

P(x) + (Q(x) + R(x)) = (P(x) + Q(x)) + R(x)

Observe que obtemos uma igualdade verdadeira, entdo a propriedade associativa da
adicdo e satisfeita.

R,: A propriedade distributiva € valida para quaisquer que sejam os elementos P(x),
Q(x) e R(x) em L. De fato, tomemos P(x) =X a;x’, Q(X) =X7_objx’ e R(X) = Xi_q cxx,
por defini¢do temos que:

P(x) - [Q(X) + R(x)] = P(x) - Q(x) + P(x) - R(x), ou seja,

P(x) - [Q(x) + R()T = i aix'(Xfzo bjx/ + ER—o crx™)

P(X) - [Q(X) + RX)] =X o aix (Zj k=0 bjx’ '+ ¢x¥), por definicio de somatorio temos

P(X) - [QKX) + RX)] =27 k=0 al-x‘(bjxf + ¢x*), aplicando a propriedade distributiva

P(X) - [Q(X) + R(X)] = X7} k=0 @; bjx™*/ + a;c,x™**, novamente aplicando as propriedades de

somatdrio temos que

8 Representa o conjunto de todos os polindmios escritos em uma variavel.
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P(X) - [Q(X) + R(X)] = X7 j=o a; bjx™ + Xh_g a; cpx™¥, assim
P(x) - [Q(X) + R(X)] = Xizo aix' - o bjx/ + igaix’ - Tizo cxx®, portanto
P(x) - [Q(X) + R(X)] = P(x) - Q(x) + P(x) - R(x)
Logo a distributividade é verdadeira para quaisquer que sejam os elementos de L.
Observe que as propriedades acima foram comprovadas para quaisquer que sejam 0s
elementos P(x), Q(x) e R(x) em L. Dessa forma a construcao do anel de polinémios L esta bem

definida com as operacdes utilizadas em L.

2.2 O Anel De Polinbmios

Um anel de polindmios é um conjunto cujos elementos sdo proprios polindmios, assim
é de fundamental importancia destacar algumas propriedades relacionadas a esse conjunto
especial. Dessa forma, ter condigdes de compreender e aplicar os conceitos necessarios para

se efetuar operacdes elementares com esse tipo de estrutura algébrica.

2.2.1 Anéis Comutativos

De acordo com Domingues (1982, p. 135) “dizemos que um anel A ¢ comutativo se a
sua multiplicagdo é comutativa, isto é (V a, b) (a, b € A = ab = ba)”. Domingues (1982, p.
135) ainda aponta que “sdo anéis comutativos Z, Q,R,nZ,Z, e AX (toda vez que A é
comutativo). Se A e B sdo comutativos, entdo AxB (produto direto de A por B também é
comutativo”.

Contudo, quando se trata de anéis comutativos, existem aqueles anéis que possuem

uma caracteristica a mais, isto é, aqueles que possuem unidade®. Para Marques (1999, p. 12)

Para Domingues (1982), um anel com unidade é um anel A que conta com elemento neutro para a
multiplicac&o.
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“o conjunto Z[x] de todos os polindmios na varidvel x com coeficientes inteiros com a
multiplicagdo e adi¢do usuais ¢ um anel comutativo com unidade”.

Domingues (1982, p. 135) define anel comutativo com unidade da seguinte maneira:
“um anel comutativo com unidade ¢ um anel cuja multiplicacdo ¢ comutativa e para a qual
exista elemento neutro. O elemento neutro da multiplicacdo de um anel é chamado, quando
existe, de unidade do anel”. Seguindo o exemplo colocado por Domingues (1982, p. 136) “os
anéis Z, Q, R, e C possuem unidade”.

Observe que, a partir dos dados acima, podemos perceber que existem anéis
comutativos com unidade ou sem unidade, uma caracteristica muito importante para o estudo
dos anéis comutativos. De acordo com Domingues (1982, p. 140), os anéis comutativos com
unidade recebem um nome especifico e define da seguinte forma: “um anel A, comutativo
com unidade, onde € verdadeira a seguinte frase (V a, b € A) (ab =0, = a 0, ou b = 04)
recebe o nome de anel de integridade”. Domingues (1982, p. 142) ainda aponta que “todo
corpo K ¢ um anel de integridade”.

Os conceitos aqui apresentados nos dardo suporte para 0s processos de determinacao

de raizes de polinbmios em anéis comutativos.

2.2.2 Polinbmios Em Uma Variavel

Nesta secdo, apresentaremos 0s conceitos sobre polindmios em uma variavel que serdo
necessarios para o desenvolvimento das proximas secoes.

Segundo Gongalves (1979, p. 63) “seja K um corpo qualquer. Chamamos de um
polinbmio sobre K em uma indeterminada x a uma expressao formal
p(X)=ag+a;x+ -+ apx™+--ondeq; EK,vi € Nedn€ Ntalquea; =0V j =n".

Como estamos estudando um conjunto de polindmios em uma variavel qualquer, para
facilitar nossa escrita denotaremos um conjunto de quaisquer que sejam os polindbmios em
uma variavel x, por exemplo, sobre um corpo K por K[Xx].

Em K]x], alguns polinbmios por possuirem certas caracteristicas recebem nomes

especiais. Tais expressdes podem ser facilmente identificadas por polinémios identicamente
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nulos e polindmios constantes. Assim, uma expressdo definida como identicamente nula é
escrita da forma:
I(X) =0 + Ox + --- + Ox™
ou seja, todos os coeficientes de I(x) sdo nulos, para quaisquer que sejam eles. Observe que
I(x) também poderé ser identificado de maneira mais simplificada por 1(x) = 0, onde
0=0+0x+ -+ 0x"

Afirmamos que uma expressdo da forma
C(X) =ap+ a;x + -+ apx™
é constante se, e somente se € da forma C(x) = ¢ para qualquer que seja ¢ um elemento de C,
isto é, o coeficiente a, # 0 e os coeficientes a4, -+, a,, todos iguais a 0 (zero). Dessa forma
C(x) se reduz a forma
Cx)=ag+0x+ - +0x"
ou tambem na forma C(x) = a,, onde a, = c.

Segundo Gongcalves (1979, p. 64) “se identificarmos 0s elementos a € K com 0s
polindbmios constantes p(x) = a podemos pensar em K[x] contendo o corpo K.

Quando escrevemos determinados polinémios na forma P(X)=ay+ a;x + -+ +
+ a,x™ estamos utilizando, 0 que muitos matematicos denominam de notacdo usual para
quaisquer que sejam as expressdes em K[x]. Mas para simplificar o nosso entendimento, toda
expressao sob a forma de P(x) também pode ser escrita ou representada por meio de uma
sequéncia determinada pelos coeficientes de P(x), ou seja, a sequéncia finita'® (aq, a4, ..., a,)
também denominada de upla, representa exatamente o polinémio P(x). Assim, de acordo com
Gongalves (1979, p. 65) “temos uma realizagdo concreta, através de uplas, das nogdes de
indeterminada “X” e de polindmios nessa indeterminada”.

Segundo Garcia (2005, p. 14) “um polindmio numa varidvel sobre A ¢ uma sequéncia
(ag, a4, ..., ay, ...), onde a; € A para todo indice e onde a; # 0 somente para um numero
finito de indices”. Observe que, diferente de Gongalves (1979, p. 63) Garcia define um
polinémio numa variével sobre um anel A por meio de uma sequéncia ou upla. Assim, com a
notacdo de uplas podemos ter uma melhor compreensdo da existéncia de algumas

propriedades entre dois polinémios distintos em K[x]. Para Garcia (2005, p. 15 e 16):

1o Conjuntos de objetos de qualquer natureza, organizados ou escritos numa ordem bem determinada. Para
representar uma sequéncia, escrevemos seus elementos, ou termos, entre parénteses. E importante destacar que,
ao contrario do que ocorre num conjunto, qualquer alteracdo na ordem dos elementos de uma sequéncia altera a
propria sequéncia. Definicdo disponivel em http://www.colegioweb.com.br/trabalhos-
escolares/matematica/sucessoes-ou-sequencias/o-gue-sao-sucessoes-ou-sequencias.html
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O elemento (ay, ay, ..., a,, 0, ...) é igual & soma a, + a; X + -+ + a,X™, onde a;X*
designa a; - X*. Vai ser conveniente representar o elemento (a,, ay, ..., a, 0, ...)
pela expressdo ay + a; X + -+ a, X" entdo A = D" ;a, X n€Nea; € A} e as
operagBes deste anel sdo simplesmente as operagdes com as quais todo mundo esta
acostumado.

Por exemplo, podemos atraves de uplas ou sequéncias definir as operagdes de adigdo e
multiplicacdo entre dois polindmios em uma mesma varidvel sobre K. Assim dadas as
sequéncias (a,, ..., az, a, ag) € (Bn, s --» B2, P1, Bo) representando dois polindbmios P(x) e
Q(x), a soma € definida da seguinte maneira,

(@n, -y Az, a1, ag) + (B - B2y By Bo) = (an + Buy -y G2 + B2, 4y + B1, ao + Bo)
A regra para a multiplicacdo exige mais um pouco de atencdo, consideremos a

sequéncia definida acima, assim temos que,

(an, v Az, A1, Q) - By s o B2y B1y Bo) = (Hny s Uz, U1, Ho)
onde definimos uy, = apfn + a1fn—1 + A2Pn-2 + ... + an_2f2 + an1B1 + anfo

Quando escrevemos determinados polinbmios por meio de uma sequéncia, estamos de
certa forma reduzindo o grau de dificuldade de se trabalhar com esse tipo de expressoes,
assim em muitos casos 0 uso de sequéncias para se efetuar operacdes entre polinbmios se
torna indispensavel, pois se trabalha apenas com os coeficientes.

Com a possibilidade de se efetuar operagdes apenas com a utilizag@o dos coeficientes,
também é possivel encontrar as raizes de certos polinémios por meio dessa ferramenta. Por
exemplo, a famosa férmula de Bhéskara para a resolucdo das equacdes de 2° grau e a de
Cardano para as de 3° grau da forma x3 + px = g todas envolvem operagdes apenas com
coeficientes. E como foi colocado por Garcia (2005, p. 16) “operagdes com as quais todo
mundo esta acostumado”.

S&o varios os procedimentos para a determinacdo de raizes de polindmios cubicos,
esses procedimentos serdo apresentados no proximo capitulo, sdo simples e a0 mesmo tempo

eficientes e serdo comprovados por meio de teoremas, definicdes e algoritmos.
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2.3 Polindmios Irredutiveis Sobre K

De acordo com Gongalves (1979, p. 76) “[...] os polindmios em K[x] que, dentro da
analogia de K[x] com Z, fazem o mesmo papel dos numeros primos em Z. Esses polindmios
serdo chamados de polinémios irredutiveis sobre K”. Assim podemos imaginar que

polindmios irredutiveis podem ser escritos como um produto de dois polinémios.

Seja f(x) € K[x] tal que 9'1f(x) = 1. Dizemos que € um polindmio f(x) é um
polindmio irredutivel sobre K se toda vez que f(x) = g(x) - h(x), g(x), h(x) € K][x]
entdo temos g(x) = a constante em K ou h(x) = b constante em K. Se f(x) for ndo
irredutivel sobre K dizemos que f é redutivel sobre K. (GONCALVES, 1979, P. 76)

Observe que, de acordo com Gongalves (1979), polinémios irredutiveis podem ser de
certa maneira, decompostos em produtos de polindbmios, para o qual um dos termos do
produto é constante sobre o corpo K.

Por exemplo, segundo Domingues (1982, p. 206), “o polindmio p = 1 + X% € R[X] é
irredutivel sobre R”. De fato, basta observar que o polindmio p ndo pode ser decomposto

como um produto de dois polindbmios em R.

Claramente temos que todo polinbmio de grau 1 sobre um corpo M ¢é irredutivel
sobre M. Observe também que o polinémio f(x) = x? + 1 € irredutivel sobre o
corpo R porém é redutivel sobre C. Assim um polindmio f (x) € K[x] pode ser
irredutivel sobre K e redutivel em uma extensdo L o K. (GONCALVES, 1979, P.
76)

Observe o exemplo colocado por Domingues (1982, p. 206):

O polindmio f = 1 - X3 € R[X] € redutivel. De fato, além de ndo ser um polinémio
constante (@(f) = 3), o polinbmio g = 1 — X ¢é divisor de f, pois
1-X3=(1-X)(1+X+X?),egndo é um polindmio constante e nem pode ser
decomposto da maneira g = c¢(1 - X3), com ¢ € R*.

Contudo, para verificar a irredutibilidade de polindbmios em um corpo K, existe um

critério bem simples para este fim. Gongalves (1979, p. 82) aponta que “a verificagdo da

1 Descreve o grau do polindmio f.
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irredutibilidade de um polindmio sobre um corpo ¢, em geral, um problema dificil”. Por esse

motivo utilizaremos o Critério de Eisenstein. Considerando o corpo Q. Observe que:

(Critério de Eisenstein). Seja f(x) = ao + a;x + -+ + a,x™ um polindmio em Z[x].
Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:

(@ pta,

(b) p\ Ag, A1, ...,n—1

() p* 1 a,.

Entdo f (x) € irredutivel sobre Q. (GONCALVES, 1979, p. 83)

Observe o exemplo colocado por Gongalves (1979, p.84), “seja f(x) = x3 + 2x + 10.
O critério de Einsenstein se aplica para o primo p = 2, portanto f(x) € irredutivel sobre Q.

Ainda de acordo com Gongcalves (1979, p. 84) “[...] seja p um nimero primo qualquer
e seja p(x) = x™ — p um polindmio de grau n > 1sobre Q. Claramente, o proprio primo p se
aplica no critério de Einsenstein e, portanto p(x) € irredutivel sobre Q.

Todos os conceitos estudos até aqui, serdo de alta relevancia para a determinagéo de
raizes de polinémios cubicos por meio de alguns procedimentos que serdo apresentados no
proximo capitulo. Assim teremos maior facilidade para compreender 0s conceitos

apresentados de forma simplese  prética.
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3 SOBRE RAIZES DE POLINOMIOS CUBICOS

Neste capitulo apresentaremos alguns métodos para a determinacdo de raizes de
polinbmios. Em particular para polindmios cubicos. De acordo com Bordeaux (2005, p. 284)
“toda equagdo algébrica, de grau > 0, tem raizes”. Dessa forma exibiremos procedimentos

dos métodos para se determinarem tais raizes de forma clara e objetiva.

3.1 Teorema do Resto

Inicialmente para definirmos o teorema do resto podemos utilizar a mesma ideia de
divisibilidade tratada em teoria dos nimeros para inteiros, € a partir desse pressusposto,
conceituar divisdo de polindmios em um anel A[x], ja definido no capitulo anterior, para tanto
utilizaremos um algoritmo simples para solucionar nosso problema, o Algoritmo de
Euclides™.

Segundo Domingues (1982, p. 190), o algoritmo se reduz da seguinte maneira:

Dados f = ap+a X+ +a, X" e g= by +b X+ :-+b,X™ em A[X],
suponhamos g # 0 e o coeficiente dominante de g é inversivel. Nessas condi¢des
existem g, r € A[X] de modo quef=gqg+r,onder=00ud(r) <o (g)”.

Com essas informacgdes podemos garantir a existéncia do teorema do resto. De acordo
com Facco (2008, p. 12) o teorema se deduz da seguinte forma “dado um polinémio f, 0 resto
da divisao deste polinémio f por x — a é igual ao valor numérico de f em a”. Isto significa que
ao dividirmos um polinémio P(x) por um polinémio da forma G(x), encontraremos um resto
R(x) de tal forma que o valor de R(x) sera dado por P(x), onde u € raiz de P(x).

Eliezer Facco (2008) aponta que para mostrar ao teorema apresentado podemos

utilizar a defini¢do do algoritmo de Euclides da seguinte maneira:

12 A demonstracéo do algoritmo se encontra no livro de &lgebra moderna de Hygino H. Domingues, pagina 190.
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g(x)(x — a) + r(x) = f(x), onde g e r formam o quociente e o resto. Como o grau de
X —a é 1, logo, o resto r é nulo ou tem grau zero, portanto, € um polindmio
constante, ou seja, r = k. Utilizando x — a, para calcular os valores dos polinbmios
da igualdade acima temos:

g(a)(a—a) + r(a) = f(a). Portanto r = f(a). (FACCO, 2008, p. 12).

E dessa forma o teorema do resto esta demonstrado.

Considere o polindmio P(x) = x3 + 2x? — x — 2, com uma de suas raizes igual a 1.
Pelo teorema do resto temos que P(x) = Q(X) - (x — u) +R(x), onde u = 1 raiz de P(x).
Assim temos que P(X) = (x2+x—2)-(x — 1) + R(X). Como 1 é raiz, logo
P(1) =0-0 + R(x), entdo P(1) = R(x) = 0. Portanto P(1) = R(x).

Basta observar que, quando efetuamos a divisdo de x3 + 2x%? —x — 2 por x — 1,
obtemos como resto da divisdo R(x) = 0, que € justamente P(1).

Apresentaremos, a seguir, um método muito utilizado para encontrar raizes de
polindbmios. Para apresentar esse método vamos recorrer aos apontamentos realizados por

Facco, em seu trabalho intitulado Polinémios Algébricos.

3.2 O Algoritmo De Briotti-Ruffini

De acordo com Facco (2008, p. 13) “o dispositivo de Briott-Ruffini, como veremos,
torna a divisdo por polinémio do tipo x — a facil e rapida uma vez que a forma € diferente do
método da chave, mas chega ao mesmo resultado [...]”. Para Giovanni (2005, p. 175) devemos
seguir alguns passos para efetuar a divisdo de polinémios pelo método da chave na seguinte

ordem:

1. Escrever os polindmios (dividendo e divisor) em ordem decrescente dos seus
expoentes e completa-los, quando necessario, com termos de coeficientes zero.
2. Dividir o termo de maior grau do dividendo pelo maior grau do divisor, o
resultado serd um termo do quociente.
3. Multiplicar o termo obtido no passo 2 pelo divisor e subtrair esse produto do
dividendo.

» Se o grau da diferenca for menor do que o grau do divisor, a diferenca serd o resto
da diviséo e a divisdo termina aqui.

» Caso contrério, retoma-se 0 passo 2, considerando a diferenga como um novo
dividendo.
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Assim pelo método da chave pode-se de forma simples e pratica efetuar-se a divisao
de um polinbmio por um monémio sem complicacdes.

Tomemos como ilustracdo do método da chave, o exemplo colocado por Giovanni
(2008, p. 175):

Determinar o quociente de A(X) = x3 + 4x2 4+ x — 6 por B(x) = x + 2.
Sendo Q(x) o quociente de A(x) por B(x) e R(x) o resto:

gr(Q) = gr(A) —gr(B) = 2

Como gr(R) < gr(B) =1, entdo gr(R) = 0 ou R(x) = 0.

x3+4x>+x—-6 x+2
—x3 —2x2 x? + 2x — 3 - quociente: Q(X)
x> +2x—6
—2x% — 4x
—3x—6
+3x+6

?—> Resto: R(x)

Verificamos, facilmente, que:
x3+4x2+x—6 = (x+2)(x?+ 2x —3).

Ha& varios procedimentos para a determinacao de raizes de polinémios, e dependendo
do grau de certos polindmios os célculos se tornam muito desgastantes, por esse motivo
matematicos™ acabaram por desenvolverem processos menos cansativos e eficazes para
resolver esses problemas, principalmente quando se refere ao estudo de raizes de polindmios
cubicos.

Descreveremos, a seguir, um procedimento que facilitard a nossa procura por raizes de
polindmios. Para tanto, considere o polindbmio
H(X) = apx™ + ap_1x™ 1+ ap_ox™ 2 + - + a,x? + xa,+ a
em K][x], onde o grau de H(x) é n, para todo n maior ou igual a 1(um). Se « é raiz de H(x),
entdo podemos determinar todas as outras por meio de um algoritmo bastante simples e
pratico, desenvolvido pelo matematico Briott-Ruffini, tal algoritmo é conhecido por
“Algoritmo de Briott-Ruffini**”.

Com esse processo, ndo apenas podemos encontrar todas as raizes de um dado
polinbmio P(x), como também efetuar de forma simples e rapida a divisdo de P(x) por outro

polinbmio Q(x), pois o algoritmo se aplica apenas nos coeficientes de um dado polinbmio, por

13 podemos fazer referéncias a Tartaglia, Joseh-Louis Lagrange, Evariste Galois, Karl F. Gauss e Niels H. Abel.
4 Também muito utilizado para se efetuar divisdes de um polindmio por um monémio, e alguns livros didéticos
o0 algoritmo também é conhecido por dispositivo de Briott- Ruffini.
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esse motivo € mais simples de se trabalhar. O método de determinacdo de raizes consiste em
aplicar sucessivamente o algoritmo no resto da divisao de P(x) por Q(x).
Considere o polinémio P(x) = x3 4+ 2x2? — 3x, com uma de suas raizes igual a 0. Pelo

algoritmo temos que:

1 2 -3 0 0

1 2 -3 0

Aplicando sucessivamente 0 processo no quociente da divisao temos:
1 2 -3 0 0

1 2 -3 0 -3

1 -1 0 1

1 0

Observe que os termos {1, 2, -3} representam o0s coeficientes do polindmio
P(X) = x? + 2x — 3 com raiz -3 e os termos {1, -1} o polindmio P(x) = x — 1 com raiz 1.
Portanto as raizes de P(x) = x3 + 2x? — 3x s80 0, -3 e 1 respectivamente.

De forma geral, dado o polindmio P(X) = ay + a;x + -+ a,x™, onde o elemento «é
uma de suas raizes, utilizando o algoritmo podemos encontrar sua segunda raiz da seguinte
forma:

Coeficientes de P(x) | Raiz de P(x)

ou seja,
a, a, an ~ y
@ Hag + a; v Mpagt ayg) +ay ~

Considere o quociente da divisdo Q(X) = a, + («ay + a,) e oresto R(X) = duay + a,) + a,,.

Entretanto com esse processo podemos encontrar raizes apenas de alguns polinémios,
cujas raizes sdo todas inteiras. Contudo podemos utilizar outras ferramentas que sao Uteis para
a determinacdo das raizes ou para se chegar a uma aproximacdo conveniente. Para efeito,

podemos estar utilizando o software computacional Geogebra®®, para fazer uma analise do

15 Software computacional utilizado para se fazer calculos de &lgebra, geometria e construcdo de gréficos.
Disponivel para download em http://www.baixaki.com.br/download/geogebra.htm.

O leitor que ndo encontrar afinidade com o Geogebra pode estar utilizando também o software Winplot para
analisar o comportamento dos graficos de alguns polindmios.
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comportamento do grafico de um determinado polinémio e assim ter condi¢des de identificar

0 modelo de suas raizes.
Como queremos fazer nosso estudo sobre polinémios cubicos. Considere o polinémio

clbico P(X) = ax3 + bx? + cx + d, dados os seguintes coeficientes a =1, b=2,¢c=3e
d = 0, através do algoritmo apresentado podemos determinar suas raizes, que Sao

respectivamente — 3, - 1 e 0, o grafico deste polindmio P(x) foi ilustrado na figura 1:

Figura 1 — Grafico do polindmio P(x) = x® + 2x% + 3x

&
|

—ad

.

Fonte: Criada pelo autor

Observe que as raizes de P(x) sdo todas distintas entre si, ou seja, nenhuma delas se

repetem, entdo dizemos que neste caso todas as raizes sao simples, ou seja, nenhuma delas

possuem multiplicidade. Segundo Dante (2004, p. 296) “o numero de vezes que uma mesma
raiz aparece indica a multiplicidade da raiz”. Os conceitos sobre multiplicidade serdo
estudados na secdo a seguir, com fundamentacdo nos trabalhos realizados por Domingues

(1982) e Facco (2008).
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3.3 Raizes Mdltiplas

Raizes multiplas séo raizes de certos polindmios que possuem multiplicidade, isto é,
observe o polindmio clbico P(x) = x3 — 8, temos que P(x) = 0 se, e somente se, x> —8 =0,
portanto X = 2, e pelo teorema fundamental da algebra tem-se que P(x) possui no méximo 3
raizes, entdo nesse caso x = 2 possui multiplicidade 3.

Segundo Domingues (1982, p. 208), define raizes mdltiplas da seguinte maneira:

Seja K um corpo. Se f € K[X] e se u € K ja vimos que vale o seguinte resultado: “u
graizdef = (X—u)lf.

Nessas condicbes, se q; € o quociente na divisdo de f por (X - u), entdo
f=(X-u)q,.

Se q; (u) # 0 dizemos que u é uma raiz simples de f.

Se q; (u) =0, entdo q, também é divisivel por (X — u) e, portanto existe q, € K[X]
tal que g; = (X —u)q,. Donde f = (X — u)?q,.

Se q, (u) # 0 dizemos que u é raiz dupla de f.

Generalizando, se existe um niimero natural r = 1 de maneira que f = (X —u)"q,. e
g, (u) # 0 dizemos que u é raiz de multiplicidade r de f.

Uma raiz multipla de f é uma raiz de f cuja multiplicidade é r > 1.

Por exemplo, considere a seguinte situacdo colocada por Facco (2008, p. 19).

Na decomposicdo de um polindmio p(x) em um produto de fatores do 1° grau, pode
ser que existam dois ou mais fatores iguais. Por exemplo, no polinémio:

P(X) = 7(x —4) (x —4) (x —4) (x + 2)(x + 1)(X + 1), ha trés fatores iguaisa x — 4,
um igual a x + 2, e dois iguais a x + 1. Neste caso, diremos que: 4 ¢é raiz tripla (de
multiplicidade 3), -2 é raiz simples (de multiplicidade 1) e -1 é raiz dupla (de
multiplicidade 2).

Dessa forma podemos dizer que multiplicidade de uma raiz é a quantidade de vezes
que ela aparece. Segundo Facco (2008) “definimos que « € uma raiz ou elemento algébrico de
multiplicidade M de um polinédmio p(x), quando surgem, ao se decompor um polinémio em
apenas fatores de grau 1, somente fatores iguais a X — a””. Observe que o exemplo citado acima
apresenta todas as raizes de P(x) inteiras, mas nem sempre conseguimos determinar apenas
raizes inteiras, em alguns casos podem haver polinbmios com coeficientes inteiros, cujas suas
raizes séo racionais.

Apresentaremos agora um processo para se determinares raizes desse modelo, ou seja,

raizes racionais escritas da forma g com p e g ambos primos e g # 0.
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3.4 Raizes Racionais de Polindmios Clbicos Com Coeficientes Inteiros

Inicialmente dizemos que uma raiz € racional quando esta é escrita da forma Z compe

q ambos primos e q # 0. Segundo Facco (2008, p. 15), vale o seguinte teorema'® “se o

namero racional p/q com p e q primos entre si e g # 0, € uma raiz da equacao polinomial
com coeficientes inteiros: a,x™ + a,_1x"" 1 + -+ a;x + ay = 0, entdo p é divisor de ay,
além disso q é divisor de a,,”.

Consequentemente, a partir da afirmacgédo de Facco (2008), para se determinar as raizes
racionais de um polindmio cubico, basta encontrar inicialmente os divisores de a,. Em
seguida encontrar os divisores de a,,. As possiveis raizes sdo as fragdes do tipo p/q onde p e
g sdo divisores de a, e a,, respectivamente. Assim temos 0 primeiro passo para se determinar
tais raizes. O exemplo, a seguir, ilustrarad a afirmacéo de Facco.

Por exemplo:

Determinar as raizes racionais de 3x3 + x2 + x — 2 = 0.
Pelo teorema anterior sabe-se que se S é uma raiz racional da equacéo, entdo p é

divisor de -2 (+1, £2); q & divisor de 3 (+1, £3), logo, +1, 1/, +2 e + 2
Fazendo uma verificagdo, vé-se que § é raiz. (FACCO, 2008, p. 16).

Com esse processo citado acima, podemos encontrar raizes racionais da forma s de

qualquer polinémio cubico. Facco (2008, p. 16) coloca que “toda equagdo polinomial de
coeficientes inteiros e cujo coeficiente do termo de maior grau é 1, se possuir raizes racionais,
elas serdo todas inteiras”. De fato, basta observar que, quando o coeficiente do maior termo
for 1, entdo os Unicos divisores de 1 sdo +1, assim teriamos raizes da forma _% ou % istoé,-p
ou p.Mas em muitos casos polindmios cibicos ndo apresentam somente raizes racionais ou
inteiras, dependendo do polinémio dado suas raizes podem ser também complexas, ou seja,
raizes da forma a + bi com a, b € R. Por exemplo, considere o polindmio P(x) = x3 + 3x
com suas respectivas raizes {0, iv3, - iv/3}, uma real e duas complexas. O grafico de P(x) esta

ilustrado na figura 2.

'® Para o leitor que se interessar pela demonstragdo do teorema, procurar em (FACCO, 2008, P. 15).
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Figura 2 — Grafico do polindmio P(x) = x3 + 3x

la
Fonte: Criada pelo autor

Séo raizes dessa forma que procuramos tratar na proxima secao.

3.5 Raizes Complexas de Polinbmios Cubicos com Coeficientes Reais

Considere o0 exemplo P(x) = x3 + x? + x + 1, cujas raizes sdo exatamente — 1, + i e —
i. Repare bem o leitor que nesse momento ndo estamos trabalhando apenas com o conjunto R,
mas também com o conjunto C. Segundo Ripoll (2006, p. 211) “[...] o campo dos niimeros
complexos é capaz de dar resposta a questdes basicas da teoria dos polindbmios e das equacdes
polinomiais”, por isso 0s nimeros complexos tem sua importancia para o estudo de raizes de
equac0es cubicas (ver apéndice C).

Observe que neste exemplo, o coeficiente do termo de maior grau € 1, entdo podemos
utilizar os conceitos aplicados na se¢éo 3.4 para polindmios desse modelo, como colocado por
Facco (2008) e assim, encontrar pelo menos uma raiz inteira. Com a informacdo de pelo
menos uma raiz inteira, podemos aplicar os conceitos estudados na secdo 3.3, isto é o
algoritmo de Briott- Ruffini. Assim, conseguimos determinar as raizes de
PX)=x3+x2+x+1.

O processo se resume da seguinte forma: observe que 0s Unicos divisores do

coeficiente de x3 sdo + 1 e os Unicos divisores do coeficiente de x° também s&o + 1, portanto

uma das raizes é —1.



Quando aplicamos o algoritmo de Briott-Ruffini, isto é,

1111|-1

1010‘

34

os termos 1, 0, 1, 0 representam os coeficientes de um polinémio de grau 2, pois o polindbmio

original trabalhado é de grau 3, e quando se aplica o algoritmo, os polinémios resultantes

ficam decrescidos em 1 grau. Assim temos o polindmio P(x) = x2 + 1, onde suas raizes

podem ser encontradas pela formula de Bhéskara'’. Portanto as outras raizes sdo exatamente

+ie—i.

Mas, se tratando das cubicas, nem sempre conseguimos determinar suas raizes por

meio de uma Unica formula resolutiva.

Dada uma equacdo cUbica de coeficientes reais x3 + px + g = 0, é verdade que,
sempre que ela tiver raiz(es) real (is), a0 menos uma delas é dada pela formula

3 2 3 3 2 3
ij_z+ /q_+v_+\/_z_ Z P,
2 4 27 2 4 27

E se os coeficientes p e q “travam” tal formula, serda que podemos garantir que a
equacdo dada ndo tem nenhuma raiz real?

A resposta para ambas as questdes é ndo. E um exemplo comprobatério é a equacdo
x3 — 15x — 4 = 0. De fato, note que, por um lado, por inspecdo direta, vemos que a

mesma tem 4, -2 + /3, -2 - /3 para raizes reais. Por outro lado, fazendo a
substituicdo de p= -15 e q = -4 na candidata férmula, obtemos 3\/2 +v=121+

V2- v—121, expressdo absurda no campo numérico dos reais, pois o lado direito
envolve a raiz quadrada de um nimero negativo €, nos reais, ndo esta definida a raiz
de um nimero negativo. (RIPOLL, 2006, p. 219).

Portanto, no campo dos reais, a formula acima ndo é valida para a resolucdo de

clbicas da forma x3 + px + g = 0. No entanto, quando se trata do campo dos nimeros

complexos a formula passa a ser incontestavel, pois dessa forma conseguimos calcular raizes

de nimeros negativos.

Considere o seguinte exemplo colocado por Ripoll (2006).

Acompanhe o desenvolvimento feito por Bombelli onde é aplicado, conforme o
proprio Bombelli mencionou, a “ideia louca” de operar com expressdes do tipo
a + bv—1 como se fossem numeros reais e, desta forma, “destravar” o calculo das
raizes da clbica x3 — 15x — 4 = 0:
x=13/2+ V=121 +1/2 —v—121

=V2+11v=1+Y2-11V=1

7 para resolver uma equagéo da forma ax? + bx + ¢ = 0, utiliza-se a formula: x =

—b FVb2%-4ac

2a
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= 3\[(2 +11V-1)3 + 3\/(2 - 11V-1)3
=(2++-1) + (2 — v—1) = 4 (RIPOLL, 20086, P. 220).

Portanto, com a introdugdo dos numeros complexos na matematica foi possivel extrair
raizes quadradas de nimeros negativos, assim encontrar soluc@es de equac@es cubicas quando
estas apresentavam nimeros negativos em seus radicais, o que era um grande desafio para

muitos matematicos.



CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho procura-se aplicar técnicas simples, como o teorema do resto, algoritmo
de Briott-Ruffimi, entre outros, no entanto eficientes para se determinar raizes de polinbmios
cubicos, bem como todo o processo em que matematicos tiveram que enfrentar para se chegar
ao conhecimento que temos hoje sobre o referido tema. Mostramos que o conjunto dos
polindmios escritos na varidvel x, K[x], munido das opera¢Ges usuais de polinbmios possui
uma estrutura algébrica, conhecida como anel. As estruturas algébricas tais como: grupos e
anéis que aqui foram apresentados contribuiram de forma relevante para o desenvolvimento
deste trabalho.

E a partir dai, foram apresentados métodos simples e préticos, excluindo o maximo
possivel, o grau de dificuldade em determinar raizes de polinbmios. Apresentamos também
que existem algumas condi¢des para se determinar as raizes de algumas equacdes.

Apresenta-se alguns métodos de forma clara e objetiva para a determinacdo de tais
raizes, podendo elas serem reais ou complexas.

Assim o estudo feito contribui de forma significativa para resolucdo de equagdes
clbicas, bem como a compreensdo dos varios processos apresentados para determinar as
raizes de polinbmios de modo geral.

No inicio encontramos algumas dificuldades em reunir informacdes necessarias para a
construgédo deste projeto bem como definir quais seriam os pontos chaves a serem abordados
no decorrer do texto. O trabalho proposto buscou principalmente enfatizar maneiras claras e
objetivas para a determinacdo de raizes de polindbmios cubicos, visando trazer aos leitores 0s
processos de forma clara, objetiva e ao mesmo tempo eficientes.

As dificuldades se deram principalmente na determinacdo de processos eficazes para
encontrar raizes de polinémios cubicos, sabendo que ndo ha uma férmula resolutiva para
polinbmios de grau 3 de modo geral.

Contudo, ao final da construcdo deste trabalho, percebe-se que as dificuldades
encontradas podem ser superadas, pois as observagdes feitas sobre os processos utilizados

podem facilmente manuseados, dessa forma conseguimos atingir nosso objetivo principal.
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APENDICES



APENDICE A - CONTEXTO HISTORICO DOS POLINOMIOS

O contexto historico dos polindmios caminha lado a lado com a histéria da
matematica, ndo se sabe ao certo onde e quando surgiu. O que sabemos é que desde a época
primitiva o ser humano busca novas maneiras para se adaptarem a suas necessidades. Viviane

de Jesus Lisboa diz claramente que:

O pensamento matematico é desenvolvido pelo ser humano desde a época primitiva.
Pode-se pensar nele presente ha 50.000 anos, quando o homem dava forma aos
barcos que o levaram a Australia e planejava as quantidades de recursos a serem
transportados durante a viagem. Ou mesmo ha 2.000.000 de anos quando o homo-
habilis quebrava pedras para dar-lhe formas teis. (LISBOA, 2007, p.1)

Nas proximidades do ano 2000 a.C. a civilizacdo babil6nica ja havia dado um grande
salto para a evolucdo da aritmética para a algebra retérica’®. A partir de entdo os babilonicos
ndo apenas encontravam a solucdo de equacgdes quadraticas como também havia uma grande e
intensa discussao sobre as equagOes cubicas. Sdo apresentados diversos problemas que tratam
as equacdes polinomiais cubicas escritas da forma
al+a’=c
no qual esses problemas poderiam encontrar sua solugdo utilizando uma tabua com a
caracteristica n3 + n?, que é justamente uma sequéncia de ndmeros inteiros dentro do
intervalo fechado [1, 30].

As equacbes do terceiro grau ou equacBes cUbicas surgiram de forma muito
interessante, pois eram situacBes que intrigava muitos matematicos, principalmente pelas
dificuldades encontradas em trabalhar com esse tipo de expressdo. Para Moro (2000/2, p. 4)
“temos noticia de que Arquimedes (225 a. C.) manipulou uma cubica vinda de um problema
geométrico”.

Segundo Lisboa (2007, p. 2) “varios problemas envolvendo polindmios (equacdes

polinomiais) instigaram a curiosidade de matematicos como Nicolé Fontana (Tartaglia),

18A algebra pode ser subdividida em trés classificacdes: algebra retérica, anterior a Diofanto; algebra sincopada,
criada por Diofanto, consiste basicamente em diminuir operagdes que se repetem varias vezes por meio de
abreviacdes; algebra simbdlica, composta por simbolos e teve um grande salto a partir do século XVII.
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Ludovico Ferrari, Isaac Newton dentre muitos outros”. O estudo e 0S processos de
desenvolvimento dos métodos utilizados para efetuar a resolucdo de equacdes polinomiais,
principalmente para as cubicas tiveram um grande avango a partir dos séculos XV e XVI com
um grupo de mateméticos italianos'®, também era muito comum as grandes mentes
matematicas se reunirem para estudar um determinado assunto.

Os polindmios cubicos conhecidos por polindmios de terceiro grau ou de grau 3, sao
todos aqueles que podem ser colocados ou escrito da maneira
P(X) = ax3 + bx? +cx +d
onde se exige que o coeficiente de x3 tem que ser ndo nulo, caso contrario teriamos um
polindmio quadrado.

Segundo Brusamarello (2009, p. 4) “a descoberta de uma solucdo para estas equagoes
ocorreu na Italia, no século XVI, e gerou uma disputa historica entre alguns matematicos
italianos”.

O primeiro matematico a encontrar um processo para resolver uma equagao de 3° grau
colocada da forma x® + px = g onde p e g ambos nimeros positivos, foi um professor da
Universidade de Bolonha, Scipione del Ferro (1456-1526), no entanto, ele manteve segredo
sobre sua ilustre descoberta, até proximo a sua morte, quando decidiu revelar a um aluno da

Universidade, Antonio Fior. A descoberta de Scipione se reduz na seguinte férmula:

Formula de Scipione del Ferro para clbicas da forma x3 + px = ¢q

Fonte: Ripoll (2006, p. 219)

Girolamo Cardano (1501-1576) também acabou desenvolvendo um processo para
resolver as cubicas, ou seja, determinar suas raizes. O metodo utilizado por Cardano reduzia a
cUbica da forma
ax3 + bx? + cx + d = 0 para uma escrita de maneira x3 + ax + f = 0, ou seja, fazendo
mudancas de variaveis, e assim conseguia extrair suas raizes. Com essas informacdes,

Cardano contribuiu de forma significativa para a resolucéo das equacdes cubicas.

9 |eonardo de Pisa (1180-1250); Scipione del Ferro (1465-1562); Chistoff Rudolff (1500-1545); Ludovico
Ferrari (Tartaglia); Girolamo Cardano entre outros matematicos.
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x3 + ax + B =0, ou seja, fazendo mudancas de varidveis, e assim conseguia extrair suas
raizes. Com essas informacg6es, Cardano contribuiu de forma significativa para a resolucao
das equac@es cubicas. Muitos matematicos contribuiu de forma bastante significativa para os

processos de resolucdo de equagdes, por exemplo:

Outro matematico bem conhecido daquela época era Nicolo Fontana (conhecido
como Tartaglia) [...]. Querendo ganhar fama as custas de seu mestre, Anténio Maria
Fior escolheu Tartaglia para um desafio matematico. Fior planejava propor
problemas que resolvessem a resolugdo da equacdo cubica, mas Tartaglia ficou
sabendo disso e se empenhou na busca das solugbes das mesmas.
(BRUSAMARELLO, 2009, P. 4 5)

Portanto, para se chegar ao conhecimento que temos hoje, matematicos tiveram que
passar por diversas situacdes e desafios para ter seus trabalhos reconhecidos e aceitos, assim
desde as primeiras equacOes resolvidas pelos babilénicos até as mais sofisticadas técnicas
para a resolucdo de equacgdes principalmente em caso de equagdes cubicas tiveram um longo
processo de desenvolvimento, ha relatos de que matematicos levaram mais de 20 anos para

concluir suas pesquisas e assim ter seus trabalhos reconhecidos.



APENDICE B - EXTENSOES ALGEBRICAS SOBRE UM CORPO K

Quando se trata de raizes de polindmios ou equagBes polinomiais 0 que se procura
determinar é sob quais condi¢des um polindmio P(x) seja igual a 0. Isto €&, se existe um
elemento o no corpo K tal que P(a) = 0, entdo neste caso dizemos que a ¢é raiz do polinomio
P(x). Segundo Facco (2008, p. 14) “Numa equagdo polinomial de coeficientes inteiros, pode-
se obter suas eventuais raizes inteiras [...]".

De acordo com Facco (2008, p. 14) “denomina-se raiz da equagdo
Apx™ + ap_1x" 1+ -+ ayx? + a;x + ag = 0 0 valor r de x que satisfaz a igualdade, ou
seja, o valor tal que: a,r™ + a1+ -+ a,r? + ayr + ag = 07, isto significa que o
valor encontrado para x tornard a igualdade igual a zero. Mas nem sempre € possivel
determinar raizes de certos polindmios em determinados conjuntos, isto é, os conjuntos N, Z,
@, R ou C e por esse motivo ha a necessidade de estudar extensdes algébricas.

O estudo sobre as extensfes algébricas sobre um corpo qualquer nos fornece uma
ferramenta muito importante para o estudo de raizes de determinados polindbmios, pois é por
meio dessa ferramenta que em muitos casos é possivel encontra-las. Observe que os corpos @,
R e C ndo sdo os Unicos corpos que se podem trabalhar, existem uma inGmeros deles.
Segundo Gongalves (1939, p. 35) “[...] Q, R, C, Q[v2] e Z,,, p primo sdo todos exemplos de
corpos, sendo que 0s Z,, p primos > 2, nos ddo uma infinidade de exemplos de corpos
finitos]’.

Segundo Kalasas (2009.2, p. 99) “[...] Um corpo K ¢ dito uma extensdo de F se K
contém F como um subcorpo [...]".

Por exemplo, dado um polindmio qualquer P(x) = ax? + b em K[x], observe que P(X)
ndo possui raizes reais. De fato, se P(x) = 0 temos que ax? + b = 0, entdo x = \/%, com a #

0. Como ndo existe raiz de indice par de numeros negativos, entdo x € R. No entanto
podemos encontrar as raizes de P(x), sendo elas reais ou ndo em C%. Esse processo que
fazemos de estender o conjunto R para o conjunto C, na verdade estamos ampliando o

corpo R para o corpo C. Portanto C € uma extensdo algébrica de R.

20 ¢ designa o conjunto dos niimeros complexos.
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Dado um elemento « de E de tal forma que exista um H(x) em K[x], polinémio nédo
nulo em K[x], onde « € raiz de H(x), dizemos que « é algébrico sobre o corpo K.

Por exemplo, seja o polindmio P(x) = x> — a em K[x] temos que P (V@) = 0, entdo
dizemos que Ya é elemento algébrico de P(x) sobre K. Portanto as extensdes algébricas nos
permite determinar os elementos algébricos de certos polinémios com maior facilidade, pois
nos permite a ampliagdo de um corpo K para um corpo K’ e dessa maneira encontrar as

possiveis raizes de um polinémio  P(X).



APENDICE C - A IMPORTANCIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos tem uma grande importancia em relacdo a resolugdo de
equacBes polinomiais, mas quanto a sua criagdo muitos matematicos achavam desnecessaria

sua criagdo, principalmente em questdes sobre raizes quadradas.

Por volta de 1500 d. C., a impressao que se tinha é que, com a criacdo dos nimeros
reais — que tinham representacéo para a solugdo de todos os problemas de medida -,
ndo seria mais necessaria a ampliacdo de nenhum campo numérico. O pensamento
era que “um numero negativo ndo ¢ raiz quadrada de nenhum ntimero; logo, ndo
existe raiz quadrada de niimero negativo”. (GIOVANNI, 2005, P. 136).

Mas entre estudiosos que discordavam da cria¢do de tais nimeros, existiam aqueles
que afirmavam que a utilizacdo desses nimeros seria impossivel resolver alguns problemas
relacionados a raizes de polindmios, pois sem a utilizacdo dos nimeros complexos aos

calculos para se extrair raizes negativas de polinémios ficariam de certa forma travados.

Quando surgiram os primeiros problemas nos quais havia sentido material falar-se
em raizes negativas (como ocorre, por exemplo, ao tratarmos de débitos automaticos
em questBes de contabilidade), passou-se a chamar as raizes positivas de raizes
verdadeiras e as negativas de raizes falsas. Ripoll (2006, p. 221 e 222)

Dessa forma foi possivel encontrar raizes negativas de polinémios por meio da
utilizacdo dos nimeros complexos.

Segundo Brusamarello (2009, p. 7) “muitos acreditam que os nimeros complexos
surgiram para resolver equagdes de 2° grau, mas isto nao ¢ verdade”. O surgimento dos
numeros complexos deu-se por meio das tentativas de se resolver equacdes de 3° grau.

Com a criacdo dos numeros complexos foi possivel ndo apenas determinar raizes de
nUmeros negativos, mas também facilitar os processos de resolucdes de problemas

encontrados nos cursos de Célculo, problemas encontrados em fungdes trigonométricas,



fungdes exponenciais, todos podem ser resolvidos facilmente com a aplicagcdo de nimeros

complexos.
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