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O PRINCIPIO DE CAVALIERI NO ENSINO MEDIO: Uma

abordagem didatica alternativa para o estudo de volumes’

EIDY LORRANY DE LIMA MARQUES?
HERBERT WESLEY AZEVEDO?

RESUMO

O presente trabalho propde uma abordagem para o ensino de volumes no Ensino
Médio, destacando o uso do Principio de Cavalieri como uma ferramenta educacional
importante. O objetivo principal & analisar a viabilidade e eficacia desse procedimento
alternativo em comparagao com os métodos tradicionais de calculo de volumes. Esta
pesquisa é uma pesquisa bibliografica e documental que € dividida em trés etapas
distintas. Inicialmente, uma revisao teorica é conduzida, explorando a literatura
existente sobre o Principio de Cavalieri e sua aplicabilidade no contexto educacional
posteriormente, além do uso de alguns livros didaticos, também foi feita a selegao dos
conteudos pesquisados e por fim, a producao textual. Serdo utilizados estudos de
varios autores como Pontes (2014), Tose (2017) entre outros. A problematica
abordada neste estudo visa encontrar solugbes para desafios reais no ensino de
Matematica, com potencial para melhorar a qualidade da educagao e promover uma
compreensao mais profunda dos conceitos matematicos. Isso ndo apenas enriquece
0 ambito académico e cientifico, mas também tem o potencial de transformar a
experiéncia educacional com base nas analises dos livros didaticos. Os resultados
obtidos nesta pesquisa contribuirdo para uma compreensdo mais aprofundada da
importancia do Principio de Cavalieri como ferramenta de ensino. Além disso, sera
uma base importante de conhecimento que apresenta algumas reflexdes teoricas
relacionadas ao como tornar o ensino de volumes mais compreensivel e envolventes
aos alunos.

Palavras-chave: Principio de Cavalieri; Ensino de Matematica; Ensino Médio; Calculo
de Volumes; Abordagem Alternativa.
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1 INTRODUGAO

O ensino de Matematica consiste em um momento essencial para formacéao
dos estudantes, proporcionando a base necessaria para o desenvolvimento de
habilidades e competéncias que lhes permitirdo resolver problemas em diversos
contextos. A compreensao e aplicagao de conceitos relacionados ao calculo de
volumes de objetos tridimensionais desempenham um papel fundamental. A
mensuragao de grandezas tridimensionais esta intrinsecamente presente em muitos
aspectos do cotidiano, desde o calculo de capacidades de recipientes até a analise
de sodlidos utilizados na engenharia e na arquitetura.

A problematica que estrutura este trabalho académico busca questionar de que
forma o Principio de Cavalieri é aplicado em livros didaticos, apontando os aspectos
relacionado a apresentacdo das informagdes com base na clareza, organizacao,
exemplos, nivel de aprofundamento do tema, entre outros que permitem ao leitor uma
compreensao didatica.

Este estudo também se propde a explorar uma abordagem alternativa para o
ensino de volumes no Ensino Médio, com foco no Principio de Cavalieri e a forma que
€ inserido no contexto dos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio. Este
principio oferece uma perspectiva geométrica e intuitiva para o calculo de volumes,
baseando-se na analise de areas de secg¢des transversais de sélidos. O uso do
Principio de Cavalieri como ferramenta educacional pode representar uma alternativa
promissora ao ensino tradicional de volumes, simplificando o processo e tornando-o
mais acessivel aos alunos.

Para Tose (2017) as metodologias de ensino e seus recursos sao ferramentas
importantes no processo de ensino/aprendizagem. De fato, essas metodologias
desempenham um papel essencial ao promover uma interacdo eficaz entre
professores e alunos, facilitando a transmissao e a absor¢cédo de conhecimento de
forma significativa. No entanto, € importante ressaltar que isso néo significa que o
meétodo tradicional de exposicido do conteudo deva ser desconsiderado; pelo contrario,
ele ainda desempenha um papel fundamental no processo educacional,
complementando as abordagens metodoldgicas.

O desenvolvimento deste estudo € estruturado na metodologia de pesquisa
envolvendo a natureza de pesquisa bibliografica e documental que corresponde as

seguintes etapas: o levantamento tedrico, onde serao feitas pesquisas de estudo de
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autores que abordam o tema, além de analisar alguns livros didaticos antigos e o de
uso atual no ensino médio. Posteriormente, foram feitas leituras e selecdo das
informacgdes coletadas, e por fim, a produgéo textual do artigo.

No primeiro capitulo, sera apresentado o referencial te6rico sobre o conceito
de Principio de Cavalieri, oferecendo uma sélida fundamentagao para a compreensao
deste importante principio matematico. Serao abordadas suas origens histéricas, a
evolucado do pensamento matematico que levou a sua formulagdo e os fundamentos
tedricos que o sustentam. Além disso, serdo discutidas as aplicagdes praticas do
Principio de Cavalieri em diversos contextos, destacando sua relevancia tanto na
histéria da matematica quanto nas aplicagdes contemporaneas.

No segundo capitulo, sera apresentada uma analise aprofundada do conteudo
relacionado ao Principio de Cavalieri nos livros didaticos do ensino médio. Essa
analise abrangera diversos aspectos, incluindo a qualidade do conteudo apresentado,
a complexidade das informagdes fornecidas, a clareza na explicagdo -do conceito,
bem como outros critérios relevantes para a eficacia pedagogica.

Para enriquecer ainda mais essa analise, serdo propostas atividades
especificas relacionadas ao tema, desenvolvidas com base na pesquisa conduzida
por Cunha (2019). Essas atividades serdo fundamentais para avaliar a aplicabilidade
pratica do Principio de Cavalieri, proporcionando aos estudantes a oportunidade de
aplicar os conhecimentos adquiridos de maneira ativa e participativa.

Os resultados finais deste trabalho académico possibilitam apresentar analises
importantes da qualidade do conteudo dos livros didaticos, pois a qualidade do
material didatico vai refletir na qualificacdo do processo de ensino e aprendizagem.
Além disso, podemos contribuir para inspirar novas estratégias de ensino em outras
areas da Matematica e disciplinas relacionadas, promovendo uma educagao mais

envolvente e significativa.
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2 O PRINCIPIO DE CAVALIERI

O Principio de Cavalieri € um conceito fundamental na geometria que teve
origem no século XVII e continua a desempenhar um papel significativo na
matematica. Este principio, nomeado em homenagem ao matematico italiano
Bonaventura Cavalieri (1598-1647), oferece uma abordagem para o calculo de
volumes de sdlidos e ainda € amplamente utilizado e estudado. (AMAZONAS, 2013)

De acordo com Pontes (2014); Cunha (2019) a histéria do Principio de Cavalieri
remonta ao livro "Geometria degli indivisibili," publicado por Cavalieri em 1635. Neste
livro, Cavalieri introduziu uma ideia que consiste na comparagdao de volumes de
soélidos por meio da analise de areas de seg¢des transversais. Cavalieri percebeu que,
se dois sélidos tém a mesma altura e se¢des transversais de areas iguais quando
cortados por planos paralelos, entdo esses solidos tém o0 mesmo volume como

observado na figura 01 a seguir:

Figura 01 - Principio de Cavalieri
sélido A ' Sélido B

Fonte: Cunha (2019, p. 25)

Conforme a figura, se cortarmos ambos com planos paralelos e as secgdes
transversais resultantes tiverem a mesma area em cada altura especifica, entdo, de
acordo com o Principio de Cavalieri, esses cilindros terdo o mesmo volume. Isso
significa que a forma exata do sélido nao é crucial; o que importa € a area da segao
transversal em diferentes alturas.

E importante notar que essa abordagem matematica é muito mais antiga do
que a contribuicdo de Cavalieri. Conforme Partelini (2010) ela era conhecida e

utilizada por antigos matematicos gregos como Demécrito (460-370 a.C.) e
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Arquimedes (287-212 a.C.) para calcular volumes de solidos. Na auséncia de uma
teoria de integracao naquela época, eles demonstravam esses resultados por meio
de métodos como a "dupla redugéo ao absurdo." A mesma abordagem foi adotada
por muitos matematicos dos séculos XVI e XVII.

O Principio de Cavalieri permanece como uma ferramenta poderosa na
Geometria. Para Tose (2017) o Principio de Cavalieri é, de fato, uma ferramenta
matematica fundamental no calculo de volumes de sélidos. Sua importancia reside na
sua capacidade de simplificar o calculo de volumes, tornando acessivel a resolucao
de problemas que, de outra forma, exigiriam técnicas avangadas de calculo diferencial
e integral. Além disso, uma das caracteristicas mais valiosas do Principio de Cavalieri
€ a sua abordagem intuitiva e geométrica. Ele permite que os estudantes e
matematicos considerem a relacéo entre areas de sec¢des transversais e volumes de
solidos sem a necessidade de recorrer a férmulas complicadas ou integragao.

No contexto do Ensino Médio, Amazonas (2013) aborda que quando
exploramos o calculo de volumes de sodlidos, recorremos ao Principio de Cavalieri,
que envolve a comparacgao de solidos nos quais a razdo entre as areas das secdes
transversais é igual a 1. Quando essa razéo € 1, significa que as areas das secgdes
sao idénticas. Portanto, nesses casos, os principios do Principio de Cavalieri, que
geralmente estdo presentes em livros didaticos, se tornam mais simples e diretos.

Neste sentido, ndo ha um aprofundamento conceitual e nos calculos do
Principio de Cavalieri, e 0 mesmo se constitui apenas para dar base para calcular os
volumes de solidos. Ja no estudo de Pontes (2014) é apresentado um conteudo
tedrico que orienta a pratica escolar envolvendo uma abordagem com base numa
ideia intuitiva do conceito de volume, por meio de exemplos realistas antes da
apresentagao do conceito para os alunos. Essa estratégia pedagdgica visa tornar a
Matematica mais acessivel e compreensivel para os alunos, especialmente quando
se trata de conceitos abstratos como volume.

Para exemplificar, na primeira situacéo indica que se quisermos determinar
qual entre uma garrafa e uma panela tem um volume maior, podemos realizar um
teste simples. Basta encher a garrafa com agua e despeja-la na panela. Se a agua
transbordar, isso indica que a garrafa tem um volume maior; caso contrario, o volume
da panela é maior. No entanto, quando se trata de comparar o volume de objetos
impermeaveis, como um parafuso, por exemplo, a abordagem é um pouco diferente.

Utilizando um recipiente de vidro com um marcador de volume e preenchendo-o com
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agua até um nivel especifico (por exemplo, até a metade), ao inserir o objeto irregular,
como o parafuso, o nivel da agua aumentara. Esse aumento no nivel de agua no
recipiente € entado considerado como o volume do objeto inserido.

Na segunda situagao, podemos realizar outro experimento utilizando um copo
e uma panela. Ao encher repetidamente o copo e despejar na panela até que esta
esteja completamente cheia, conseguimos determinar o volume da panela. Se
considerarmos o copo como a unidade de medida, podemos dizer que, por exemplo,
se foram necessarios trés copos cheios de agua para encher a panela, o volume da
panela sera de trés copos. No entanto, € importante ressaltar que resultados inteiros,
como esse exemplo, sdo pouco provaveis, pois raramente o volume sera
representado por um numero inteiro nesse contexto.

Dessa forma, Pontes (2014) comenta que ao introduzir exemplos praticos e
comparacgoes, os professores podem envolver os alunos de forma ativa no processo
de aprendizado. Eles podem explorar objetos do cotidiano, como caixas, recipientes
ou até mesmo a sala de aula, para calcular volumes de maneira pratica. Essas
atividades provocam a atengcao dos alunos e os incentivam a pensar criticamente
sobre como o volume é calculado e por que é relevante.

Nesta perspectiva, Garavello (2013, p. 09) afirma que:

Com a aplicagao do Principio de Cavalieri é possivel caracterizar boas
demonstragdes de volumes de sélidos geométricos e o calculo de areas de
figuras planas estudadas nos Ensino Fundamental e Médio do Ensino Basico,
mesmo sem que os alunos saibam de sua demonstragao.

Sendo assim, essa abordagem pratica ajuda os alunos a desenvolver uma
intuicdo matematica. Eles aprendem a reconhecer padrdes e relagdes entre areas de
secOes transversais e volumes de solidos sem precisar de uma compreensao
matematica abstrata completa. Isso contribui para o desenvolvimento de habilidades
de resolucao de problemas e pensamento critico.

Ao contextualizar os conceitos matematicos em situagdes praticas e do
cotidiano, os alunos podem compreender a importancia da matematica em suas vidas.
Além disso, eles podem desenvolver habilidades de pensamento l6gico-dedutivo que
sdo valiosas nao apenas na matematica, mas em todas as areas do conhecimento.
(PASSOS; GOES, 2008)
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Cunha (2019) considera o Principio de Cavalieri como uma ferramenta para o
calculo de volumes de solidos geométricos no Ensino Médio em que busca aplicar
com base no uso de materiais concretos e do soffware de geometria dindmica
GeoGebra. A proposta de utilizar o soffware GeoGebra e a impressdo 3D como
ferramentas para ensinar o Principio de Cavalieri, como uma abordagem pedagdgica
inovadora e altamente relevante. Ela possibilita agucar a curiosidade e o interesse dos
alunos, tornando o aprendizado da matematica mais envolvente e acessivel.

No que se refere ao software GeoGebra, por sua capacidade de simulacao
geométrica e algébrica, ele destaca que é uma ferramenta poderosa para visualizar
conceitos matematicos, em que a visualizagdo desempenha um papel fundamental no
ensino da geometria, pois ajuda os alunos a compreenderem abstra¢cdes matematicas
de maneira mais concreta. Assim, a proposta de utilizar o GeoGebra para explorar
dinamicamente solidos geométricos e o Principio de Cavalieri permite que os alunos
vejam as relagdes entre areas de secdes transversais e volumes de maneira tangivel.
Contudo, Cunha (2019) ressalta que a implementagcéo eficaz do GeoGebra nas
escolas pode enfrentar desafios, como a falta de estrutura de laboratérios de
informatica e a necessidade de capacitacao de professores. Portanto, € importante
que haja suporte e incentivo para que os professores adquiram as habilidades
necessarias para operar essa ferramenta valiosa.

A impressao 3D é outra ferramenta inovadora apresentada pelo autor, que pode
ser explorada para criar modelos fisicos de solidos geométricos, permitindo que os
alunos manipulem e explorem esses objetos tridimensionais de forma concreta. Essa
abordagem pratica enriquece a compreensao dos alunos e os envolve em atividades
de aprendizado mais imersivas. (CUNHA, 2019)

Em seu estudo, Cunha (2019) desenvolveu uma atividade na figura 02 e 03
onde foram distribuidos aos participantes kits contendo materiais concretos
elaborados por meio de impresséo 3D. Essa etapa visava proporcionar aos envolvidos
o primeiro contato pratico com o material, despertando curiosidade e estimulando a
participagao ativa. Durante a distribuicdo, surgiram diversas perguntas acerca do
processo de confeccdo desses materiais, momento no qual foi oferecida uma
explicacdo detalhada sobre o funcionamento da impressora 3D. Cada kit
disponibilizado compreendia quatro sélidos geométricos impressos, cada um
representando diferentes formas tridimensionais sendo um cilindro de raio R e altura

H; um paralelepipedo de bases medindo R € ;R e altura H; um cone de raio R e altura
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H, seccionado paralelamente a base em uma altura h; e de altura H, seccionada
paralelamente a base na mesma altura h que o cone.

As dimensdes dos sdlidos em cada conjunto eram distintas, conferindo
singularidade a cada conjunto. A intencdo inicial consistia em orientar os alunos a
realizar medi¢des e calculos das areas das bases do cilindro e do paralelepipedo. Ao
comparar essas areas, a expectativa era que percebessem uma proximidade
significativa nos valores. Para conduzir essa atividade, foi disponibilizado um
questionario que desempenhou o papel de um guia de estudos, fornecendo

direcionamento para as analises a serem realizadas. (CUNHA, 2019)

Figura 02 - Sélidos confeccionados em impresséo 3D

TRV

Fonte: Cunha (2019, p. 12)

Figura 03 — Questionario

1 - Trabalhando com o cilindro ¢ o paralelepipedo. (Compare os solidos de forma que ambos possuam
a mesma altura).
a) Megam os elementos necessanos para calcular a area da base do cilindro e do
paralelepipedo. Preencha os valores obtidos no Quadro 1?7
b) Calcule a area dessas bases e preencha o Quadro 1. O que vocés concluem sobre essas

areas?
Quadro 1 - As medidas do cilindro e do paralelepipedo
Cilindro Paralelepipedo
Medidas Medidas
Area da base Area da base
Conclusdo:

¢) Qual o volume desses solidos?

Fonte: Cunha (2019, p. 12)

A partir dessa atividade podemos compreender de forma pratica a
compreensao do Principio de Cavalieri. Assim, a analise tedrica neste capitulo envolve
o0 contexto pratico do objetivo de estudo e contribui para a compreensdo desta
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pesquisa académica, a qual busca analisar o conteudo de Principio de Cavalieri em

alguns livros didaticos do Ensino Médio, apresentado no capitulo seguinte.

3 ANALISE DO CONTEUDO DE PRINCIPIO DE CAVALIERI NOS LIVROS
DIDATICOS DO ENSINO MEDIO

No presente estudo, foram analisados trés livros didaticos de Matematica do 2°
ano do ensino médio, os quais Bordeaux et. al. (2005), lezzi et. al. (2010) e Bonjorno,
Junior e Souza (2020) apresentam suas formas metodologicas de ensino para o
desenvolvimento do conteudo curricular relativo ao Principio de Cavalieri. O livro de
Bonjorno, Junior e Souza (2020) é atualmente usados nos colégios Stelannis
Kopanakis Pacheco e pelo Colégio Waldemar Lopes do Amaral Brito.

O primeiro livro didatico analisado foi o de Bonjorno, Junior e Souza (2020)
abordou sobre Principio de Cavalieri de forma bem sintetizada, utilizando de exemplos
concretos em formato de desenhos com tracos apresentando informacgdes para o
desenvolvimento de célculos matematicos, na figura 03.

Os autores sdo bem didaticos nas explanacbes e possui clareza nas
informacdes explicativas. E notavel que o contetido pela sua qualidade, tem uma
grande probabilidade de atingir o seu objetivo curricular para a qualificagdo da
aprendizagem do aluno, em que, sua objetividade informacional contribui para esse
éxito curricular.

Eles deixam claro que a intencao nao € de aprofundar no conteudo conceitual
do Principio de Cavalieri, e trata como base tedrica verdadeira para a pratica de ensino
de Matematica, visando calculos para a medi¢ao de volumes de sdlidos.

O segundo livro didatico analisado foi de lezzi et. al (2010), na figura 05, o qual
explica em seu livro didatico, sobre o Principio de Cavalieri através de dois exemplos,
0s quais sao analisados de forma detalhada. No entanto, o nivel de profundidade pode
ser um aspecto negativo, pois a tematica € bem complexa. Além de que a parte de
aplicacao do Principio possui calculos bem aprofundados, e ao contrario de Bonjorno,
Junior e Souza (2020) nao utiliza exemplos praticos na explanacédo do conteudo.

Ja no livro terceiro livro analisado, foi o livro didatico de Bordeaux et. al. (2005),
figura 05, onde é utilizado um exemplo concreto para a compreensao baseada em

uma visualizagao de materiais, consistindo em cartas de baralho.
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Bordeaux et. al. (2005) discorre sobre esse exemplo, em que, é feito a analogia
de uma pilha formada por cartas de baralho provenientes de quatro ou cinco jogos
distintos. E possivel criar pilhas de variadas formas, desde que compartilhem a mesma
base e altura.

O volume da pilha é a soma dos volumes das cartas, e dado que as cartas sao
idénticas, as pilhas, apesar de possuirem formas distintas, tém volumes iguais.
Tomemos como exemplo duas pilhas: a primeira tem a configuragdo de um bloco
retangular (ou paralelepipedo retangulo), composto por seis retédngulos, sendo as
faces opostas idénticas. A terceira pilha, por sua vez, assume a forma de um
paralelepipedo obliquo, com arestas laterais n&o perpendiculares a base, resultando
em faces laterais que sao paralelogramos.

Apesar da mudancga de forma da pilha 1 para a pilha 3, o volume permanece
inalterado. Essa constancia é derivada do fato de que ambos os paralelepipedos
compartilham a mesma base, altura e volume. Ao aplicar o raciocinio de Cavalieri,
concluimos que o volume do paralelepipedo da pilha 3 € equivalente ao produto da
area de sua base pela altura.

A capacidade de calcular o volume de um paralelepipedo obliquo, que nao
pode ser decomposto em cubinhos unitarios, ilustra a ideia central de Cavalieri,
previamente explorada por Arquimedes. Essa ideia fundamental consiste em
conceber um sélido desmembrado em camadas extremamente finas, assemelhando-
se as cartas de um baralho. Quando dois sélidos sdo constituidos por camadas
idénticas, com a mesma area e espessura, seus volumes sao equivalentes.

Deste modo, as informacgbes sobre o Principio de Cavalieri nesta obra sao
insuficientes para a compreenséao significativa do conteudo, faltando exemplos com
explicagbes objetivas como no livro de Bonjorno, Junior e Souza (2020) que possui
uma apresentagcdo mais didatica, permitindo ao leitor realizar uma leitura eficaz e

compreensao mais abrangente, como mostra na figura 04:



Campus z Universidade W ESTADO,
s ( ) Estadual de Goias W pecolas '°

Unu - Porangatu

t

Figura 04 — Estrutura do conteudo sobre o Principio de Cavalieri.

Volume de um cubo

Ern um cubao, as trés dimensdes t8m a mesma medida <, indicando
cada uma delas por g, seu wolume & dado por

Fmgga=V=a

)

Principio de Cavalieri

Apresentamos o ciloulo que determing o volume do paralelepi-
pedo reto retingulo e do cubo. No entanto, a férmula para o cilculo do
volume de outros sdlidos pode ndo ser tdo simples assim e, par esta-
belecé-la, precisamos de um resultado matemidtico, conhecido como
principio de Cavalieri.

Varnos considerar duas pilhas de papel sulfite idénticas com a
mesma quantidade de folhas ermn cada pilha, colocadas sobre uma mesa.

0 principlo de
Carvalied fol
desem vido
pelo matemeatico
Italtano Francesco
Boraventura Cawaller]
[1508-1647],

y— 4w 4

Essas pilhas podem ser dispostas sobre a mesa de diferentes formas, como podemos obser-
var na figura. Observe que qualquer plano paralelo a0 plano da mesa que intersecta as pilhas
determinard intersecges de mesma drea, que poderemos considerar comio uma folha de sulfite,
Além disso, em ambas as pilhas, temos a mesma quantidade de folbas, ou saja, a5 pilhas t8m o
mesmo volume, Essa £ a ideia do princpio de Cavalieri.

Considere dois sélidos A e B de mesma altura com & bases contidas em um mesmo
plano horizontal e Tragando urm plano B, paralelo a o e secante &os sdlidos, determinamos
duas secghes transversas cujas dreas sdo S e &,

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUCAO PROIBIDA

O principlo de Cavalleri afirma que, se paratodo plano f, nas condigdes anterones, thermos
5, = 5, entdo os sdlidos A e B terdo o mesmo volume,

O principio de Cavalieri pode ser demonstrado; no entanto, n3o o faremos aqui por emohrer
conceitos matemdticos que ndo s3o estudados no Ersine Médio, Vamos considerd-lo verdadeiro
e aplict-lo para a determinagdo do volume de alguns sdlideos.

88

Fonte: Bonjorno, Junior e Souza (2020)

Dessa forma, em uma perspectiva comparativa dos livros, Bonjorno, Junior e
Souza (2020) se sobressai pela didatica que permite uma clareza nas informacdes e
exemplos que garantem uma aprendizagem mais satisfatoria dos estudantes, e mais
ainda para o docente em seu processo de ensino curricular.

Os outros livros didaticos, de Bordeaux et. al. (2005) e de lezzi et. al (2010),
deixaram uma percepc¢ao negativa do conteudo analisado, faltando informagdes ou
apresentando informagdes complexas e em excesso como observado nas figuras

seguintes:
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Figura 05 — Estrutura do conteudo sobre o Principio de Cavalieri.

Em segundo kagar, s prismus podem diferir dependendo
de suas arestas hiterais sevem ou ndo perpendiculares 25
bases. Quando as westas laterals sdo perpendiculares 2 base,
dizemos que o prisma ¢ reto. Quando elis ndo s3o
perpendiculares 3 base, dizemos que o prisma ¢ obikpuo.

B Resobva agon o Exercicio 2.

O PrINCIPIO DE CAVALIERIS
A PILHA ENTORTA E O VOLUME SE MANTEM

Para compreender as idélas de Booaventura Cavalieri (matemtico italiano que vivew o séaulo XVIT), vamos imaginar
wma pila formads com 25 Qirtas de quato ou cinco jogos de baralho. Podemos formar pilhas de vérias formus, que
tenham 2 mesma base ¢a mesma altur.

O volume da pilha ¢ soma dos volumes das cartas ¢, omo 2s cartas $30 2 mesmas, 2 pilhas ¥m o mesmo volame,
apesar de terem formas diferentes.

A ¥
1 2 3 4

Aprimeira piha tem irma detam bloco retangudar (o paralelepipedo retingulo). £ um solido defienitado por sess retangudos
a8 e opostis 3o retingulos idérticos. A terceina pilla tem 2 foema de um paralelepipedo olitiquo (s arestis Literais o
$30 perpendicuties 2 base). Suxs bases s30 retingudos, mus s faces haterais <0 paralelogramos. Da piha | paraapila 3,
houve mudanga de forma, mas o volume permunecen inalerado. Como os parallepipedios das pilas 1 ¢ 3 tém 3 mesma
buse, 3 mesma dtun ¢ 0 mesmo vohame, ¢ como o volume do paralelepipedo da piha | ¢ igndl 20 produto da drea da s
buse peba st altuara, conduimos que o valume do paraldepipado da piha 3 tambxéen ¢ igeaal 20 produto da dres i sua buse
pelasi albura. Aliss, os vohumnes dos quatro sclidos mastrados acima 0 iguais entee sl
Desse modo, consegutimos calstar o walume de um paralelepipeado cbliguo, que ndo pode ser decompasto em cubinhos
nitirics. O coalo do vokame desse solido fhastra 2 idéia central de Cavalieri, 4 trabathada por Anquimsedes. Essa idéia

consiste em imaginar um slido decomposto em camadas muito finas, como as cartas de um baralha, Se daks sobidos
foeem constivuidos por camad s ignais, de mesma drea e de mestma espessun, entio seus volumes s30 guais.

Fonte: Bordeaux et. al. (2005)

Figura 06 — Estrutura do conteudo sobre o Principio de Cavalieri.

| b o velume do vidro vilizade na sua combeccio ‘
| AW

Conseguimos estabelecer uma ftomuls para o volune de um paraielepeds setingule de maneisy intuini.
i entretanto, pars deteeminas & expeesslo do volume de sutres silides, 0 peocesso ale ¢ tho simples. Uma
maselnn que pode ser wtillzads paca 2 obtengio do volume de o a8iido ¢ adoter como axioma um teaultade

d {taliane Prancesce Cavaller! (1598-1647), que & conhecido come

pelo
principio de Cavaliari

Antes de esunciar o principie éo Cavelierd, vamos spresentar um exemplo para que e POSSS ser Compreen-
@ido e maneina intuitiva:

—
| Dispde-se do um conjunts de chupas retangulases de madeina todas com as mesmas dimensdes ¢,
comsequertemente, COM 0 eSO volume,
Imagine qon elas focas aadas pars Sormar Guas pilhas diferentes. cada Qual COm & MASEA Quen-
tidade de chapas, come mostram s Bguras 1e &

Exemplo |

o
Note que, em ambas ar pihan. & quantidade de s1pago ocupads pela colegio de chapas & a meama,
| 55 4, o s8Udas das figuras 1 ¢ 2 tém 0 mesmo volume.
Imagine agoca estes mesmot s5UCos com Bases sum mermo plane & ¢ Htoados 7am mesmo se-
=ieapace doe determizades por -

| 2|

Fonte: lezzi et. al. (2010)
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A analise dos livros didaticos € de grande relevancia para a compreender as
diferentes formas de aplicagdo do conhecimento matematico, e nos permite
apresentar outras praticas curriculares que possam agregar na qualidade do ensino e

da aprendizagem como as atividades que serdo apresentadas a seguir.

3.1 ATIVIDADES:

As atividades didaticas abaixo, foram formuladas com base na pesquisa
desenvolvida por Cunha (2019) com alunos do 3° ano do ensino médio, as quais tém
como o objetivo de utilizar o Principio de Cavalieri como meio para calcular volumes
de solidos geométricos, além da contextualizacdo de sua histéria. Essa exploragao
pode ser realizada por meio da manipulacdo de materiais fisicos e da incorporacgao de
objetos de aprendizagem.

A proposta de atividade curricular centrada no Principio de Cavalieri representa
uma abordagem inovadora e envolvente para o ensino do conceito matematico em
questdo. A metodologia sugerida vai além da simples apresentagdo de formulas,
buscando proporcionar aos alunos uma compreensao mais ampla e contextualizada.
O ponto de partida é a exploragao da historia de Bonaventura Cavalieri, situando os
alunos no contexto histérico em que viveu. Essa abordagem permite que os
estudantes compreendam como as condicdes da época moldaram as contribuicoes
de Cavalieri para a matematica, estabelecendo uma conexao mais profunda entre o
conteudo matematico e seu contexto historico.

A proposta também destaca as principais contribuicbes de Cavalieri para a
ciéncia e a matematica, com énfase especial no método dos "indivisiveis". Esse
enfoque ndo apenas aborda aspectos matematicos, mas também ressalta a
importancia desse método na evolugdo do pensamento matematico. As atividades
praticas propostas sdo fundamentais para consolidar o entendimento dos alunos,
permitindo a manipulagdo de sdlidos geométricos, como cilindro e paralelepipedo.
Essas atividades tangiveis visam proporcionar uma compreensao mais concreta do
Principio de Cavalieri.

A inclusdo de questbes analiticas desafia os alunos a refletirem sobre as
implicagdes das descobertas de Cavalieri, questionando a aceitacdo de suas teorias
na época e explorando as aplicacdes praticas do Principio de Cavalieri em situagdes

do mundo real. A aplicagado pratica do Principio de Cavalieri, especialmente na
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resolugcao de problemas especificos relacionados ao calculo de areas de bases de
solidos e a relagao entre volumes de diferentes formas, destaca a utilidade pratica
desse conceito.

Quanto aos resultados esperados, a proposta visa ndo apenas a transmissao
de conhecimentos matematicos, mas também ao desenvolvimento de uma
compreensao profunda do Principio de Cavalieri. Pretende-se que os alunos adquiram
habilidades analiticas, criticas e reflexivas, capacitando-os a contextualizar o
conhecimento matematico de maneira mais ampla. A aplicagédo pratica do Principio
de Cavalieri em situacbes do mundo real prepara os alunos para desafios além do
ambiente de sala de aula, promovendo uma aprendizagem mais significativa. A
abordagem interdisciplinar, estabelecendo conexdes entre a matematica e outros

campos do conhecimento, enriquece ainda mais a experiéncia educacional.

3.1.1 Atividades sobre a Histéria de Cavalieri
3.1.1.1 Questao 01

Descreva o contexto histérico em que Bonaventura Cavalieri viveu. Como esse
periodo influenciou suas contribui¢des para a matematica?"

Resposta: Bonaventura Cavalieri viveu no periodo do inicio do século XVII, um
momento marcado por grandes mudangas no pensamento cientifico e matematico.

Esse periodo foi denominado como a transicdo entre a Matematica
Renascentista e a Matematica Barroca. Cavalieri esteve imerso em um cenario em
que novas descobertas cientificas, como a invencgao do telescopio de Galileu Galilei e
a publicagdo de grandes obras de matematica como Descartes, Pascal e Fermat,
influenciaram fortemente o pensamento matematico. Nesse contexto, Cavalieri
desenvolveu seu método dos "indivisiveis", uma abordagem pioneira que antecipou o

projeto integral e permitiu a medi¢cao de areas e volumes sob condi¢des especificas.
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3.1.1.2 Questao 02

Quais foram as principais contribuicbes de Bonaventura Cavalieri para a ciéncia
e, em particular, para a matematica? Como suas descobertas impactaram o campo
matematico?

Resposta: As principais contribuicbes de Cavalieri para a matematica estao
vinculadas ao desenvolvimento do método dos "indivisiveis", que foi fundamental para
a medicdo de areas e volumes. Seu método foi precursor do calculo integral e
localizagdo de bases para o pensamento matematico futuro, permitindo a obtengao
de volumes de solidos e areas sob curvas. Suas descobertas influenciaram
significativamente o campo matematico, uma vez que introduziram métodos
geométricos inovadores na medicdo de grandezas, abrindo caminho para o

desenvolvimento do design moderno.
3.1.1.3 Questéo 03

De que maneira as descobertas de Bonaventura Cavalieri influenciaram ou
foram aceitas em sua época? Houve resisténcia ou limitacdes gerais de suas teorias?

Resposta: As descobertas de Cavalieri foram inovadoras, mas também
encontraram certa resisténcia em sua época. Sua abordagem, embora revolucionaria,
foi contestada por alguns matematicos e filésofos. A falta de formalismo matematico
e a auséncia de uma teoria de integracao na época foram fatores que geraram alguma
resisténcia. No entanto, com o tempo, suas ideias foram progressivamente aceitas e
tiveram um papel significativo na evolugdo da matematica, contribuindo para o

desenvolvimento do design e da geometria.
3.1.1.4 Questéo 04

Foram entregues aos alunos um cilindro e um paralelepipedo. O cilindro possui
um raio de 5cm uma altura de 8 cm, enquanto o paralelepipedo tem bases de 5cm
por 5 com e altura de 8 cm. Calcule a area da base do cilindro e do paralelepipedo.

Resposta: Cilindro: O cilindro tem um raio de 5cm e uma altura de 8cm. A
féormula para calcular a area da base de um cilindro € A=TxR? onde R é o raio.

Substituindo os valores na féormula:



T O L i & 5780
A=Trx52
A=2511 cm? (aproximadamente 78,54 cm?)
Paralelepipedo: O paralelepipedo tem bases de 5 cm por 8 cm de altura. A area da
base de um paralelepipedo é calculada multiplicando o comprimento pela largura.
Substituindo os valores:
A=5x5
A=25cm?

3.1.1.5 Questao 05

Qual foi a conclusao no contexto do principio de Cavalieri que teve a questao
respondida?

Resposta: Na aplicagdo do Principio de Cavalieri, a conclusdo é baseada na
ideia de que mesmo que a area das bases de dois soélidos seja diferente, contanto que
a area da secao transversal - ou seja, a sec¢ao cortada a uma mesma altura - seja
igual, os volumes dos solidos serao iguais.

No caso dos solidos (cilindro e paralelepipedo), ao aplicar o Principio de
Cavalieri, mesmo tendo areas de base diferentes, quando as areas transversais
(cortadas a uma mesma altura) sao iguais, a conclusdao é que o volume dos dois
sélidos também é o mesmo.

Portanto, para a aplicagéo do Principio de Cavalieri, a igualdade da area da
secao transversal em diferentes sélidos, quando cortados a uma mesma altura,

implica a igualdade dos volumes desses solidos.
3.1.1.6 Questéo 06

Um prisma triangular com base de area 20 cm? e altura 12 cm é trissecionado
em trés piramides de mesmo tamanho. Determine o volume de cada piramide e a
relagéo entre o volume de uma piramide e o volume do prisma original.

Resposta: O volume de uma piramide é calculado pela formula: V = 1/3%A,4..
xh, onde A,,. € a area da base e h é a altura.
Dado que o prisma foi trissecionado em trés piramides do mesmo tamanho, dividimos
o volume total do prisma por 3 para obter o volume de cada piramide.
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O volume do prisma € dado por V. isma = Apese X h, ONde a area da base € 20 cm? e a
altura € 12 cm.
Calculando:

Vorisma= 20 cm?x12 cm=240 cm?®

Entdo, o volume de cada piramide, ja que foi dividido em trés partes iguais, é:

Vpr;sma - 2403Cm3 =80 Cm3.

Portanto, a relagao entre o volume de uma piramide e o volume do prisma original &
que o volume de cada piramide € um tergo do volume do prisma original.

Dessa forma, observe na figura 07 que um prisma ABCDEF pode ser repartido
nas piramides ABCE, EDAC e CFDE.

Figura 07 - Piramides

B B

Fonte: Autora do artigo.

3.1.1.7 Questao 07

Quais foram as conclusdes que tiveram com o resultado da questao 67

Resposta: A conclusdo do resultado é que, ao trissecionar um prisma triangular
em trés partes iguais, ou seja, em trés piramides de mesmo tamanho, verifica-se que
o volume de cada piramide individual é igual a um tergo do volume total do prisma
original. Isso demonstra que, mesmo dividindo o prisma em partes separadas, a soma
dos volumes das piramides é igual ao volume total do prisma, mantendo uma
proporcionalidade de um terco do volume para cada uma das piramides formadas.
Isso reflete o principio de Cavalieri, que mostra formas diferentes com a mesma base
e altura possuem volumes iguais, mesmo se a forma especifica for diferente.

Cunha (2019) em sua pesquisa envolvendo a utilizagao de objetos solidos para
0 ensino, apresentou em diferentes cenarios a aplicagdo do Principio de Cavalieri,
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principalmente com o uso do GeoGebra utilizando o software GeoGebra como figura
08, onde foram organizados diversos solidos que compartilhavam a mesma area na
base e altura idénticas. Observando esses solidos, foi notado por Cunha (2019) que
seus volumes se igualavam quando suas bases possuiam areas idénticas e suas
alturas eram medidas na mesma extensao.

Dessa forma, ao manipular certas configuragdes desses sélidos, evidencia-se
que a equivaléncia de volumes apenas se mantinha quando as medidas da base e
altura eram exatamente iguais. A precisdo de duas casas decimais nesses calculos
validou a clareza dos alunos de que as conclusdes realizadas foram em conformidade
com essa "regra", o que proporcionou uma sensagao de satisfagdo na compreensao

do conceito.

Figura 08 - Piramide feita no software GeoGebra

Fonte: Autora do artigo, baseado no trabalho de Cunha (2019).

A figura 08 € um modelo de piramide criado no software GeoGebra, onde a
mesma pode contribuir para a compreensao do Principio de Cavalieri, em que, a
equivaléncia entre volumes de trés piramides, independente do tamanho dela é o que

corresponde a teoria.
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

O presente estudo apresentou o Principio de Cavalieri como uma ferramenta
de grande relevancia para o ensino de volumes no Ensino Médio. A pesquisa revelou
o potencial do Principio de Cavalieri para promover uma compreensao mais profunda
dos conceitos matematicos, especialmente quando aplicado de forma tangivel,
utilizando materiais concretos e ferramentas como o software GeoGebra e a
impressao 3D.

As analises e atividades formuladas permitiram evidenciar que, ao apresentar
exemplos praticos, contextos historicos e desafios, os estudantes pretendem
compreender e aplicar o Principio de Cavalieri com mais eficiéncia e entendimento
conceitual e histérico mais profundo.

Contudo, observamos que a profundidade de abordagem nos livros didaticos
ainda carece de uniformidade e clareza, impactando a qualidade do ensino do
Principio de Cavalieri. Portanto, este estudo ndo apenas enfatiza a importancia de
uma abordagem mais tangivel no ensino de matematica, mas também ressalta a
necessidade de aprimoramento do material didatico utilizado. (Cunha, 2019)

Apesar disso, foi observado uma melhoria na qualidade do material didatico ao
longo dos anos em termos de nao aprofundar tanto nos calculos matematicos e tendo
mais objetividade, além da apresentagdo de exemplos que fazem parte da vida dos
alunos.

Ao concluir, esperamos que este estudo ndo inspire apenas a adog¢ao de
metodologias de ensino mais dinamicas e praticas no contexto do Principio de
Cavalieri, mas também estimule futuras pesquisas e desenvolvimento de conteudos
mais acessiveis e abrangentes para promover uma educagao matematica mais

significativa e eficaz para os estudantes do Ensino Médio.
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