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RESUMO

Por meio dos grafos pode-se analisar a relagdo entre objetos de diversas areas, como na
economia, logistica, entre outras. Este trabalho objetiva descrever e definir conceitos da Teoria
dos Grafos, aplicando-a em uma situagdo real que se configura em um problema do caixeiro
viajante e solucionada por meio da pesquisa operacional. Realizou-se o trabalho mediante
pesquisa descritiva com base em levantamento bibliografico e um estudo de caso para aplicagao
da teoria. A conjuntura em questdo se baseia em determinar uma rota aérea de entrega
caracterizada como a de menor tempo de voo, percorrendo todos os pontos necessarios €
contemplando exigéncias estabelecidas no problema. Descreve-se a situacdo por meio dos
grafos e da pesquisa operacional no segmento da programacao linear. Para resolugdo definiu-
se um modelo a fim de ser executado pelo algoritmo Simplex por meio do Solver e obter a
solucdo 6tima do problema. A partir da Teoria dos Grafos e da programagao linear solucionou-
se um problema cotidiano do campo de logistica exemplificando que a jun¢ao dessas duas
teorias apresenta um grande potencial para andlise de relagdes dentro do processo logistico.

Palavras-chave: Grafos. Otimizacao. Pesquisa Operacional. Simplex. Solver.
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INTRODUCAO

A Teoria dos Grafos se aplica na comparagdo entre objetos a fim de estabelecer suas
relacdes. Por meio dos grafos pode-se determinar a ligacio de um conjunto de objetos
envolvendo problemas praticos, como as estradas que ligam determinados municipios ou uma

representacdo de ciclos de amizade, por exemplo.

O grafo consiste em um conjunto de vértices I/ e um conjunto de arestas A, em que as
arestas representam as ligacdes entre os vértices. Tal ligacdo ¢ determinada por uma lei de
incidéncia que relaciona os dois conjuntos. A representacao dessa relagao € apresentada pelo

modelo de grafo.

Os primeiros indicios da teoria dos grafos surgiram por volta de 1736, na cidade de
Konigsberg, apos Euler solucionar um desafio que ficou conhecido como Problema das Sete
Pontes de Konigsberg. Posteriormente outros problemas foram se destacando dentro da teoria,
como o problema do caixeiro viajante, caminho minimo, dentre outros. Atualmente os grafos

se aplicam a diversos campos.

O objetivo deste trabalho ¢ introduzir, definir e conceituar a teoria dos grafos e aplica-
la em uma situagdo real que configura no problema do caixeiro viajante. O problema consiste
em determinar uma rota que minimize o tempo de voo de entregas via aérea. Constitui-se a
resolucdo por meio da pesquisa operacional com o segmento da programacao linear. Tal

resolucao foi aplicada pela ferramenta Solver, do software Excel, com o algoritmo Simplex.

A metodologia consistiu-se em uma pesquisa descritiva por meio de levantamento
bibliografico tendo como principais autores Cardoso (2005), Costa (2011), Souza (2013),
Luchesi (1979) e Boaventura Netto e Jurkiewicz (2017) e a aplicagdo em um estudo de caso
envolvendo o problema do caixeiro viajante aplicado em uma otimizagdo de rota de entrega

aérea.

O trabalho estd dividido em quatro capitulos. O primeiro intitulado “Teoria dos
Grafos”, apresenta a origem da teoria dos grafos e aponta seguimentos de pesquisa da atualidade
em que se utiliza os grafos como meio de solu¢do e/ou exemplificagdo. Trata dos conceitos,
definicdes e classificacdes dos grafos com relacdo a forma de representacdo, denominagdes
acerca dos vértices e arestas e grafo Hamiltoniano em que apresenta-se além da definicdo um

breve relato historico. Além disso, enuncia o problema do caixeiro viajante que ¢ um problema
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decorrente do grafo Hamiltoniano, pontuando as exigéncias e o exemplificando em uma

situacdo que consiste na otimiza¢do de uma rota de entrega.

O segundo capitulo, apresenta a base da modelagem desenvolvida para a resolucao da
aplicacdo deste trabalho. Refere-se a conceituar a Pesquisa Operacional, que se baseia na
estruturag@o de processos a serem seguidos e abrange a programacao linear que se configura na
resolug¢do de problemas de otimizagdo, em que se tem o método Simplex como algoritmo para

resolucao.

O capitulo 3, intitulado “Soluc¢do do Problema do Caixeiro Viajante pelo Solver” trata
da apresentacdo da modelagem desenvolvida por meio da programacao linear, aplicada no
Solver e posteriormente utilizada para resolucdo do problema do caixeiro viajante enunciado

no capitulo 1.

O tultimo, capitulo 4, consiste no estudo de caso de uma situagdo caracterizada pelo
problema do caixeiro viajante e solucionada com o auxilio do Solver. O objetivo do problema
¢ minimizar uma rota aérea que saia do aeroporto de Goiania, realize a entrega em algumas

capitais do Brasil e retorne a capital de Goias, pousando apenas uma vez em cada aeroporto.
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1. TEORIA DOS GRAFOS E PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE

Este capitulo tem como objetivo apresentar a teoria dos grafos a partir de sua origem
e utilizagdo em estudos atuais. Além disso, descreve defini¢des e classificagdes de alguns
conceitos de grafos no que diz respeito a arestas, vértices, diagramas, adjacéncia e grafo
Hamiltoniano que ¢ a base para a enunciagdo do Problema do Caixeiro Viajante. Este por sua
vez, além de ser conceituado e definido neste capitulo, sera exemplificado em um problema e

rota de entrega.

1.1. Origem e atualidade

A primeira ideia de teoria dos grafos surgiu por volta de 1736 com a conclusao de um
desafio desvendado por Leonhard Euler na cidade de Konigsberg, localizada na antiga Prussia
Ocidental (atual Russia), conhecida atualmente por Kaliningrad. A cidade era cortada pelo rio
Pregel que formava duas ilhas, estas eram conectadas com as margens, € entre si, por sete
pontes, como mostra a Figura 1. Os moradores da época buscavam concluir um desafio que
consistia em determinar um percurso que deveria passar por todas as sete pontes, sem repetir, €
com a obrigatoriedade de partir e retornar ao mesmo ponto. (BOAVENTURA NETTO;
JURKIEWICZ, 2017).

Figura 1: Pontes da cidade de Konigsberg.

Fonte: Araujo, sem data.

Ap6s Euler chegar a cidade e ter conhecimento do problema que a populagdo queria
desvendar, observou que nao seria possivel sua conclusdo, pois o numero de pontes partindo de

cada ilha e cada margem deveria ser par. Para sua conclusdo Euler fez uma representacao das
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terras por pontos e estes eram ligados por tragos que representavam as pontes, como mostra a
Figura 2, tal esquema ¢ o que chamamos hoje de modelo de grafo. (BOAVENTURA NETTO;
JURKIEWICZ, 2017).

Figura 2: Modelo de grafo das pontes de Konigsberg.

Margem

lha Iha

Margem

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Apesar de Euler ter resolvido o problema das pontes, através do modelo de grafo, ndo
se interessou em buscar uma aplicacdo para tal modelo. Estudos envolvendo o esquema
utilizado por ele voltaram a aparecer muito tempo depois, com Kirchhoff, em 1847, onde se
utiliza o esquema para representar circuitos elétricos e Cayley, em 1857, que usa a teoria dos
Grafos para enumerar isdmeros dos hidrocarbonetos alifaticos. (BOAVENTURA NETTO;
JURKIEWICZ, 2017).

Segundo Boaventura Netto e Jurkiewicz (2017) o interesse pelos estudos dos grafos
cresceu ao longo do século XX e com isso foram desenvolvidos fundamentos teoricos que
permitiram o desenvolvimento de novos problemas. A partir do ano de 1950 a teoria dos grafos
comegou a ganhar espaco na area de pesquisa operacional, auxiliando nas solugdes de

problemas e proporcionando destaque para a modelagem dos grafos.

A teoria dos grafos pode ser aplicada em diversos campos de pesquisa. Alguns campos
em destaque sdo os estudos que englobam a tecnologia da informagao, neurociéncia, espagos
geograficos, economia, logistica, dentre outros. Motta (2012) utiliza a teoria dos grafos para
realizar sua pesquisa da topografia dos backbones de internet no Brasil, que se refere a estrutura

central dos dados de internet.

Pard (2010) apresenta resultados tedricos sobre jogos combinatorios em grafos,

especialmente do jogo Impartial Solitaire Clobber (ISC) que € jogado com elementos de um
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grafo e também mostra a aplicagdo de tais resultados na neurociéncia. Neste mesmo campo,
Couto (2015) utiliza a métrica dos grafos para entender o comportamento funcional do cérebro

através das conectividades funcionais, como mostra a Figura 3.

Figura 3: Fluxograma com as etapas da pesquisa de Couto (2015).

Aquisicdo da Imagem Pré-Processamento Matriz de Conectividade Teoria dos Grafos

Fonte: Couto, 2015.

Lima, Barroso e Abreu (2012) entrelagam problemas geograficos com a teoria dos
grafos para a criagdo de um aplicativo computacional denominado GeoGrafo, com este os
estudantes da area podem obter informagdes de determinada regido como conectividade entre
municipios, caminhos de menor custo, dentre outros. Santos (2018) utiliza a teoria dos grafos

interligada com programas computacionais para o estudo de mobilidade urbana.

No campo da economia e logistica temos Konowalenko et. al. (2012) que através do
problema do carteiro chinés, objetiva minimizar custos da prefeitura com transporte e coleta de
residuos urbanos na cidade de Itati, no Parand. Com aplicacdo no mesmo campo € mesmo
problema Silva et. al. (2020) utiliza a resolugdo do carteiro chinés por meio do Solver para
otimizar as rotas de coleta de lixo na cidade de Recife — PE e constatar que houve diminui¢ao

do percurso em comparagdo com a rota atual.

Porto e Ruiz (2020) utilizam a teoria dos grafos na conservagdo de coeréncia na
traducdo de textos do inglés para o portugués. Nesse trabalho as palavras sdo os vértices e as
arestas sdo as ocorréncias simultaneas dessas palavras nas frases adjacentes. Os autores
constatam que por meio dessa metodologia as traducdes tiveram melhor desempenho do que

outros métodos ja utilizados.

Apos o surgimento da Teoria dos Grafos foi possivel sua utilizacdo em diversos
estudos nos mais variados campos de pesquisa. Como pontuado, por meio dessa teoria varios

estudos puderam ser analisados, exemplificados e concluidos. Isso foi possivel devido as



19

definigdes e classificagdes existentes na teoria, algumas delas serdo apresentadas na proxima

secdo que sdo essenciais na conducdo deste trabalho.

1.2. Definicao e classificacdo de grafos

Estdo descritos nessa secdo conceitos e defini¢des relacionados aos grafos e sdo
baseadas em Cardoso (2005), Costa (2011), Souza (2013), Luchesi (1979) e Boaventura Netto
e Jurkiewicz (2017).

1.2.1. Grafos

Definicao 1: Um grafo G ¢ formado por um conjunto finito ndo vazio de vértices,V, e

um conjunto finito de arestas ,A, no qual ¢ estabelecido uma combinagao entre esses conjuntos.

A associagdo dos conjuntos V e A ¢é definida por uma fung¢do de incidéncia f que
relaciona cada aresta de G, denominada a, com um par ndo ordenado de vértices de G,

intitulados extremos de «.

A=V xV
a e (v, Vj)
A fungdo de incidéncia pode ser denotada por f; (a) = (v;, v;). Quando necessério, de

modo a facilitar a compreensao, utilizar-se-a as notagdes:

e Vértice v; sera representado apenas por (i);
e Areta a serd representada por a;;, onde i e j indicam os vertices do par ndo ordenado

(vi, ;) associado, pela fungdo de incidéncia, a aresta a.

Os grafos podem ser representados através de diagramas, conhecidos como modelos
de grafos, neste os vértices sdo simbolizados por pontos e as arestas por segmentos de reta
(tragos) que os interligam.

Considere o grafo G composto por V(G) = {(1), (2),(3),(4),(5),(6),(7)}e A(G) =

{a13, Az4,A34, g, Asg, A57, A7 }. A Figura 4 mostra o diagrama deste grafo.
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Figura 4: Grafo G.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicao 2: Um grafo G ¢ denominado orientado quando a fun¢do de incidéncia

fe(a) = (v;,v)) associa cada aresta, a, um par ordenado de vértices, sendo assim a aresta a;;

se inicia em [ € termina em j.

Para representar os grafos orientados por meio do diagrama, utiliza-se pontos e setas

para indicas a direcao das arestas.

Na Figura 5 tem-se o grafo G composto por V(G) = {(1),(2), (3),(4),(5),(6),(7)}
e A(G) = {ayq, a3, 35, Az, A3s, A3s, Asg, Ase, g7, A75}, Observe que as arestas d,s; € ds,

possuem extremos iguais, os vértices (2) e (3), porém apresentam direcdes contrarias.

Figura 5: Grafo G orientado.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Defini¢do 3: Duas arestas sdo ditas adjacentes quando possuem um vértice em comum.
Dois vértices sdo ditos adjacentes se possuirem uma aresta em comum, ou seja, se sdo ligados

entre si.

Na Figura 6 as arestas a4, € a3 sdo adjacentes, pois possuem o vértice (1) em comum

e os vértices (5) e (6) sdo adjacentes pois contém a aresta asg em comum.

Figura 6: Aresta e vértice adjacentes.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicao 4: Uma aresta que tiver suas extremidades coincidentes ¢ denominada de

lago.

Na Figura 7 a aresta asg € um lago, possui apenas o vértice (5) como extremos, ou

seja, os extremos sao coincidentes.

Figura 7: Exemplo de lago.

LA

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicdo 5: Quando duas, ou mais, arestas possuem os mesmos extremos, elas sao

denominadas como arestas paralelas.

A Figura 8 mostra um grafo que possui arestas paralelas, pode-se observar que as

arestas a;, € a,; possuem extremos iguais, ou seja, ambas ligam os vértices (1) e (2).
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Figura 8: Grafo com arestas paralelas.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicao 6: Quando o grafo ndo apresenta nenhum lago e nenhuma aresta paralela, ¢

chamado de grafo simples.

A Figura 9 mostra um grafo que ndo apresenta nenhum lago e nenhuma aresta paralela,

por isso € classificado como simples.

Figura 9: Grafo simples.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicao 7: Se qualquer vértice de um grafo simples estiver ligado a todos os outros

vértices, esse grafo ¢ denominado completo.

O grafo da Figura 10 é completo, pois se pegarmos quaisquer dois vértices distintos

eles serdo ligados entre si.
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Figura 10: Grafo completo.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Defini¢ao 8: O grau de um vértice v, denotado por g(v), € igual ao nimero de arestas
que estdo ligadas a esse vértice. Em caso de laco serda contado em dobro, ou seja, serd

considerado que ha duas ligacdes, referente ao lago, a esse vértice.

Definicao 9: Um grafo ¢ considerado regular quando todos os vértices possuem o

mesSmo grau.

Como por exemplo, na Figura 10 o grau de cada vértice ¢ 3, logo o grafo ¢ denominado

regular. [g(1) = g(2) = g(3) = g(4) = 3].

Proposicdo 1: A soma dos graus dos vértices de um grafo G ¢ igual ao dobro do

numero de arestas do grafo, isto ¢é, X, 9(V) = 2 |A(G)|, onde |A(G)| representa a

quantidade de arestas do Grafo G.

Demonstragdo: O grau de um vértice ¢ a quantidade de aresta que incidem sobre ele,
como cada aresta incide sobre dois vértices logo a soma dos graus dos vértices ¢ duas vezes o

numero de arestas.

Corolario: Em todo grafo, o nimero de vértices de grau impar ¢ par.

Demonstragdo: Se a quantidade de vértices com grau impar fosse impar, ao somar
esses graus teria resultado impar. Mas conforme a Proposicao 1 a soma dos graus ¢ o dobro da

quantidade de arestas e, portanto, ¢ um numero par.
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Definicdo 10: O tamanho de um grafo G ¢ determinado pela soma do numero de

vértices, |V (G)|, com o nimero de arestas, |A(G)|.

A Figura 11 apresenta um grafo de tamanho 9, pois possui 5 vértices, V(G) =

{(1),(2),(3),(4),(5)}, e 4 arestas, A(G) = {ay3, 0,3, A34,a35}, logo 5+ 4 = 9.

Figura 11: Grafo de tamanho 9.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020

Defini¢ao 11: Seja o grafo H composto por V(H) e A(H), o grafo H ¢ subgrafo de G
se V(H) esta contido em V(G), A(H) esta contido em A(G) e todas as extremidades das arestas

de H também sdo extremos em G.

Na Figura 12 (a) o grafo G possui V(G) = {(1),(2),(3),(4),(5),(6),(7),(8),(9)} e
A(G) = {aq3,a23, 4, A3s, Aus, Ase, Ag7, A7g, A7g, Agg}, podemos observar que em (b) os
vértices V(H) = {(1),(2),(3),(4),(5),(6)} e as arestas A(H) = {a,3, A33, A4, A35, Ays, Asg }
do grafo H estdo contidos no grafo G e os vértices de H também sdo extremos em G,

consequentemente o grafo H ¢ um subgrafo de G.
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Figura 12: Grafo G e Subgrafo H.

(b) Subgrafo H do Grafo G

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicio 12: Denomina-se percurso em um grafo uma sequéncia de vértices

adjacentes, ou seja, ligados entre si por uma aresta.

A sequéncia destacada de vértices [(2), (5), (8), (9), (7),(6),(2), (1), (4)] do grafo G

na Figura 13 ¢ um percurso.

Figura 13: Grafo G.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Defini¢ao 13: Passeio ¢ um tipo de percurso em que se tem uma sequéncia de vértices

e arestas alternados.

Na Figura 13 a sequéncia [(1), a3, (3),ass, (5), ags, (6), ag;, (7)] € um passeio.
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Definicdo 14: Um percurso em que ndo se repete nenhum vértice ¢ denominado

caminho.

Na Figura 14 o percurso destacado [(1), (4), (3), (6), (7)] é um caminho.

Figura 14: Grafo N.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicao 15: Um percurso em que apenas os vértices inicial e final sdo coincidentes,

e os demais sdo distintos, ¢ chamado de ciclo, isto €, ciclo € um caminho fechado.

Definicao 16: Um grafo ¢ denominado conexo se existir um percurso entre qualquer

par de vértices. Caso contrario, ¢ denominado um grafo ndo conexo.

A Figura 15 apresenta um grafo conexo. Existe um percurso entre qualquer par de
vértices. Por exemplo, considerando os vértices (1) e (8) pode-se construir o percurso
[(1),(2),(4),(6),(8)]. Na Figura 16 tem-se um grafo ndo conexo, observe que ao considerar
qualquer par de vértices pode ndo haver um percurso que os interligue, os vértices (4) e (5)

por exemplo.

Figura 15: Grafo conexo.

2 A B4b L

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura 16: Grafo ndo conexo.

q

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicao 17: Grafo ponderado ¢ um grafo no qual foram atribuidos valores,

denominados pesos, para as arestas.

Os valores, pesos, atribuidos para cada aresta podem representar a distancia entre os

vértices, o custo para deslocamento entre eles, etc.

Na Figura 17 apresenta-se um grafo ponderado. Note que para a aresta aqg associou-

se o valor (o peso) 41.

Figura 17: Grafo ponderado.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Definicao 18: O valor de um ciclo, necessariamente em um grafo ponderado, sera a

somatoria das arestas inclusas nesse ciclo.

Na Figura 17 a sequéncia de vértices [(4), (5), (6),(7), (4)] é um ciclo e seu valor é
de 157, pois as arestas inclusas nesse ciclo possuem, respectivamente, pesos 45, 32, 30 e 50,

apos somados tem-se o resultado 157.
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1.2.2. Matriz de Adjacéncia

Definicao 19: Matriz de adjacéncia de um grafo simples com n vértices ¢ uma matriz

de ordem n, n X n, onde cada elemento, b;;, € definido por:

i. 1, caso exista uma aresta ligando o vértice (i) ao vértice (j);

it. 0, caso ndo exista uma aresta ligando o vértice (i) ao vértice (j).
A matriz de adjacéncia serd indicada por A = [b,-]-], onde:

_ {1,se (i,j) € A(G);
Y 10,se (i,)) & A(G).
Caso o grafo seja ponderado, para os elementos da matriz serdo atribuidos valores

(pesos) das arestas. Tal matriz sera denominada por matriz de valores.

Para grafos nao simples, os elementos na matriz de adjacéncia associados aos vértices
que tiverem mais de uma aresta os interligando assumirao, no lugar do valor 1 (um), um valor
igual a quantidade de arestas que interligam os vértices. O mesmo ocorre para grafos orientados,

os elementos receberdao o valor referente a quantidade de arestas na direg¢ao de i para j.

Vale ressaltar que a matriz de adjacéncia de um grafo simples nao orientado sera uma

matriz identidade, pois a;; = a;;.

A partir do grafo G exibido na Figura 18, construiu-se a matriz de adjacéncia A =
[bi]-]. Observe que ao elemento b,; ¢ atribuido valor 2, pois ha duas arestas orientadas nessa

diregdo. Por outro lado ao elemento b, € atribuido valor 0, pois mesmo tendo extremos iguais
a diregdo da aresta € oposta. Para construir a matriz foi utilizado a Tabela 1 para a identificagao

das ligacdes entre os vértices.
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Figura 18: Grafo G.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Tabela 1: Planilha: Matriz A[ij].

v; vl 1 2 3 4 5 6
1 0 0 0 0 0 0 0 000 0 0
2 2 0 1 0 0 0 201000
Afij] = [0 00100
3 0 0 0 1 0 0 HN=1100010
4 1 0 0 0 1 0 000001
0 0010 0

5 0O 0 0 0 0 1

6 0 0 0 1 0 0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

1.2.3. Grafos Hamiltonianos

Nesta secdo sdo apresentados conceitos relacionados a grafos Hamiltonianos. Tem-se
como referencias principais Boaventura Netto e Jurkiewicz (2017), Cardoso (2005), Costa

(2011), Luchesi (1979), Santos (2017) e Souza (2013).

Definicio 20: Um caminho que se utiliza todos os vértices de um grafo ¢ dito caminho

hamiltoniano.

Definicdo 21: Um ciclo que se utiliza todos os vértices de um grafo ¢ denominado

ciclo hamiltoniano.
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Defini¢do 22: Um grafo ¢ hamiltoniano se conter um ciclo hamiltoniano.

Na Figura 19 o grafo H ¢ um grafo hamiltoniano, pois podemos tragar um ciclo que

engloba todos os vértices, por exemplo, o ciclo [(1),(2), (3),(4), (1)].

Ja o grafo I, na Figura 19, ndo ¢ um grafo hamiltoniano, porém possui um caminho

hamiltoniano, por exemplo, o caminho [(1), (2), (3), (4), (5)].

Figura 19: Grafo hamiltoniano e ndo hamiltoniano.

Grafo I

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Segundo Costa (2011), o nome hamiltoniano ¢ decorrente do matematico irlandés
William R. Hamilton. Em meados de 1850, Hamilton propos e resolveu um jogo denominado
“Icosian Game”, no qual representou o mundo através de um dodecaedro em que seus vértices
simbolizavam algumas cidades importantes espalhadas pelo mundo. O objetivo do jogo era
percorrer todas as cidades uma unica vez, com partida e chegada no mesmo vértice, ou seja,

tracar um ciclo hamiltoniano no dodecaedro.

Na Figura 20 tem-se a imagem do dodecaedro e seu respectivo grafo. Ao enumerar
cada vértice do grafo do dodecaedro, como mostra a Figura 21, pode-se tragar um ciclo

hamiltoniano, por exemplo:
[(D), (2),(3),(4),(5),(6),(7),(8),(9),(10),(11),(12), (13), (14), (15), (16),(17), (18),
(19),(20), (1)].
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Figura 20: Dodecaedro e seu grafo associado.

S

Fonte: Costa, 2011.

Figura 21: Grafo Hamiltoniano do Dodecaedro.

1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Para identificar se um grafo ¢ hamiltoniano, na maioria das vezes, utiliza-se de
tentativas para construir ciclos hamiltonianos, o que pode demandar tempo e impossibilidade
em grafos com grande quantidade de vértices, algumas regras sao uteis na construgdo de ciclos

hamiltonianos:

1. Seum vértice v € V(G) possui grau 2, ou seja, possui duas arestas incidentes sobre ele,
ambas devem pertencer ao ciclo hamiltoniano;

2. Nao se pode fechar um ciclo sem antes passar por todos os vértices;

3. Nao pode haver arestas multiplas, nem lagos na construcdo de um ciclo hamiltoniano;

4. Nao ¢ necessario utilizar todas as arestas do grafo, aquela que ndo for utilizada apos se
visitar um vértice podera ser descartada;

5. Todo grafo simples completo ¢ hamiltoniano.
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Em razdo da classificacdo de grafos Hamiltonianos, tem-se um problema conhecido
dentro da teoria dos grafos que ¢ o problema do caixeiro viajante. A seguir serd apresentado e
definido este problema, seguido de uma exemplificagdo que consiste em minimizar uma rota

de entrega.

1.3. Problema do Caixeiro Viajante

Um problema cléssico, da teoria dos grafos, ¢ o problema do Caixeiro Viajante. Este
consiste em determinar em um grafo ponderado (direcionado ou ndo) um ciclo hamiltoniano de

menor valor. (GOLDBARG, M., GOLDBARG, E, 2012).

De acordo com Boaventura Netto e Jurkiewicz (2017) o problema pode ser enunciado
como determinar uma rota que passe por todas as cidades de uma regido e retorne a cidade de
partida levando em consideragdo o custo minimo. A formulacdo do problema do caixeiro
viajante ¢ simples: sendo o grafo G ponderado, determinar o ciclo hamiltoniano em G de menor

valor.

1.3.1. Exemplo de um problema do caixeiro viajante

Considere que um funcionario de uma empresa de transporte precisa entregar
encomendas em 5 cidades vizinhas, incluindo a que esté situada a empresa. A transportadora,
com o objetivo de diminuir os custos da viagem, pede ao setor de logistica que determine a rota
de entrega com menor custo, que esté relacionado diretamente com a distancia total percorrida

pelo entregador.

Para facilitar a visualizagdo, o problema pode ser representado pelo Grafo M exposto
na Figura 22. As cidades estio representadas pelos vértices, (1), (2), (3),(4), (5) e as arestas

ponderadas correspondem a distancia, em quilometros (km), entre as cidades.

A transportadora esta localizada na cidade (1), ou seja, o entregador tera que partir e

retornar a cidade (1) apds entregar nas demais cidades.
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Figura 22: Grafo M.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Para determinar a rota de menor custo, a equipe de logistica precisou tragar ciclos
hamiltonianos e verificar qual possui menor valor. Analisando o grafo M, exposto na Figura
22, a partir do vértice (1) verifica-se quais possibilidades existem para avangar. No caso, 0s
vértices (2), (4) e (5). Posteriormente a escolha de um destes, analisa-se novamente qual o
proximo vértice a ser visitado, se atentando para ndo repetir nenhum ja visitado e nem fechar

algum ciclo, a ndo ser no vértice de origem, apos passar por todos os demais vértices.

Apo6s as analises a equipe de logistica apresentou ao entregador o resultado das

possiveis rotas de entrega com seu respectivo valor, em km.

Asrotas a, b, ¢, d, e, f, g € h mostram a sequéncia das cidades que o entregador podera
percorrer e posteriormente o somatorio das distancias entre as cidades, sendo esse somatdrio o

fator que determina qual rota terd menor custo.

a. (1),(2),(3),(4),(5),(1) »7+2+6+4+4=23km.
b. (1),(2),(3),(5),(4),(1) »7+2+2+4+2=17km.
c. (1),2),0),3),#),1) >7+3+2+6+2=20km.
d. (1),(4),(3),(2),(5),1) »2+6+2+3+4=17km.
e. (1),4),(3),(5),(2),(1) »2+6+2+3+7=20km.
f. (1),4),(5),3),2),1Q) »2+4+2+2+7=17km.
g. (1),5),(2),(3),4),(1) »4+3+2+6+2=17km.
h. (1),(5),(4),(3),(2),(1) »4+4+6+2+7=23km.

Pode-se notar que o setor de logistica da empresa, determinou que o menor valor dentre
as rotas possiveis ¢ de 17 km, porém hé quatro rotas com este valor, ou seja, o entregador podera

optar por uma das quatro rotas de entrega para obter o custo minimo de viagem.
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No modelo de grafo utilizado nesse exemplo foi possivel analisar cada um dos
caminhos um a um, porém ha situacdes em que o grafo possui diversos vértices e ligagcdes
fazendo assim a andlise manual invidvel, recomenda-se entdo a utilizacdo de software que
auxiliard nessas determinagdes de ciclos. Para tal, podem ser utilizados recursos da Pesquisa
Operacional, em particular a Programacdo Linear. Nos proximos capitulos sera descrita uma

alternativa para solucdo de problemas deste tipo por meio da programacao linear.
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2. PESQUISA OPERACIONAL (PO)

A Pesquisa Operacional (PO) se baseia em estruturar processos para conduzir e
coordenar certas operacdes, podendo ser aplicada em diversas areas. Dois dos passos mais
importantes na resolu¢do de problemas por meio da Pesquisa Operacional ¢ a observagao inicial

e formulag¢do do problema. (MOREIRA, 2017).

Segundo Moreira (2017), a PO ¢ utilizada para obter a melhor solug¢do, ou solugdo
Otima para determinado problema, o termo 6timo se refere ao ponto de vista matematico, o que
levaréa o descarte de algumas variaveis, de cunho comportamental, por exemplo. Ainda que uma
solucdo seja 6tima poderd ser necessario uma avaliagdo acerca da viabilidade de tal solucao

levando em consideragdo aspectos anteriormente descartados.

Geralmente a origem da Pesquisa Operacional ¢ atribuida a Segunda Guerra Mundial.
Nesse periodo, militares precisavam estabelecer estratégias de operagcdes e organizagdes na
batalha, para isso chamaram cientistas que se reuniram para aplicar uma perspectiva cientifica
nos problemas estratégicos e taticos dos militares. Apos a guerra, a Pesquisa Operacional se
estendeu as organizacdes civis e as industrias pos-guerra. Com a popularizacdo dos
computadores, o campo da Pesquisa Operacional teve um impulso, gerando a ampliagdo dessa

area. (MOREIRA, 2017).

De acordo com Longaray (2013) alguns modelos sao utilizados para estruturar agoes
na Pesquisa Operacional, tais modelos podem ser de representacdo matematica, simbdlica ou
descritiva. O modelo matematico ¢ composto por variaveis (podem ser controlaveis ou nao pelo
decisor), restrigdes (relagdo entre as variaveis e limitagdes do problema), critérios (fungao que
mede o desempenho de uma preferéncia ou agdo) e objetivo (deve ter ao menos um, e ¢
determinado o que se quer alcangar). A estrutura que relaciona as varidveis com os demais

componentes do modelo ¢ denominada algoritmo.

Os modelos da Pesquisa Operacional se baseiam basicamente em dois, otimizacdo e
simulagdo. O modelo de otimizagdo geralmente ¢ utilizado para expressar termos de
maximiza¢do ou minimizagdo. J4 o modelo de simulacdo tem a finalidade de verificar o
comportamento de determinado sistema quando os valores das variaveis sdo alternados, ou seja,

¢ um modelo que envolve problemas probabilisticos. (LONGARAY, 2013).
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Longaray (2013) define as etapas para a construgdo de modelos na Pesquisa

Operacional:

¢ Definicdo do problema: Estruturar o problema a ser solucionado;

¢ Elaboraciao do modelo: Definir técnica a ser utilizada e delimitar o algoritmo;

¢ Resolucido de modelo: Calcular o algoritmo determinando o valor da solucdo 6tima e
possibilitando a analise de sensibilidade (alterar valores do problema afim de verificar
o comportamento do modelo);

e Legitimacao do modelo: Reconhecer que o resultado encontrado satisfaz ou ndo o
objetivo do problema;

e Implementacio da solucido: Colocar em pratica o algoritmo encontrado.

Em resumo a Pesquisa Operacional nos auxilia na analise e resolucdo de um
determinado problema. Para elaboragdo deste trabalho sera utilizado o modelo matematico de

otimizacao no seguimento de minimizagao por meio da Programacao Linear.

2.1. Programacio Linear

A Programagdo Linear (PL) ¢ um dos modelos matematicos mais populares para
aplicacdo e resolugdo de problemas que podem ser descritos por meio de uma fungao objetivo

e por um conjunto de restrigdes, todas lineares. (LOESCH & HEIN, 2008).

Os itens que compde a PL sdo os parametros e as variaveis de decisao. Os parametros
sdo valores fixos, determinado pelo problema, pode se referir a custo, tempo, etc. e sao
apresentados como coeficientes das varidveis ou como o valor maximo ou minimo que se quer
chegar. Ja as varidveis de decisdo sao valores que podem e devem ser alterados para se chegar
a solucdo do problema. As varidveis de decisdo devem aparecer tanto na fungao objetivo quanto

nas restrigoes. (MOREIRA, 2017).

Caixeta-Filho (2011) pontua alguns passos basicos com relacdo a formulagdo do
problema a ser resolvido por Programagdo Linear: i) O objetivo deve ser definido de acordo
com a otimizacdo a ser perseguida, por exemplo: maximizar lucro ou minimizar tempo. Este
objetivo sera representado pela funcdo objetivo a ser maximizada ou minimizada. ii) Para que
a fungdo objetivo seja especificada matematicamente € preciso que sejam definidas as varidveis

de decisdao que serdo as alternativas possiveis para ocorréncia da otimizagdo. iii) Tais varidveis
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podem estar sujeitas a uma sequéncia de restricdes, geralmente representadas por equagdes e/ou
inequagdes. A solucdo da PL deve satisfazer tanto a fungdo objetivo quanto as restricdes

impostas e ambas sdo expressas linearmente.

A quantidade de varidveis de decisdo pode variar de acordo com o problema, tendo
assim diferentes formas de resolucdo. Segundo Moreira (2017, p. 43) “problemas de
programacao linear com apenas duas varidveis de decisdo podem ser resolvidos pelo método
grafico. J& o método denominado Simplex pode ser usado em problemas com qualquer niimero

de variaveis de decisdo (ou seja, duas ou mais).”.

2.2. Simplex

De acordo com Colin (2019) o Simplex ¢ um algoritmo que caminha de uma solugao
viavel para outra, de maneira que a fungdo objetivo diminui até ser alcangado o ponto 6timo.
Este algoritmo possui trés partes: inicio (prepara os dados da entrada), iteracdo (repete o
procedimento e faz com que seja alcangada a otimizacdo do modelo) e regra de parada (o
algoritmo analisa se a solu¢ao 6tima foi alcangada ou se nao € possivel determina-la). Em outras
palavras, o algoritmo se inicia com uma solugdo em que todas as varidveis assumem valor zero,
posteriormente altera-se as variaveis com objetivo de obter a solugdo 6tima, apds a alteragdo, o
algoritmo avalia se a solu¢ao 6tima foi obtida, caso contrario torna-se a alterar as variaveis € o

processo ¢ repetido.

O Simplex ¢ um método utilizado para solucionar um problema de programagao linear
por meio de uma sequéncia de calculos repetitivos. A resolucdo desse método pode ser feita
manualmente, porém caso haja mais de duas variaveis ¢ aconselhdvel utilizar programas de

computador para tal solucao. (MOREIRA, 2017).

Uma das resolugdes do método Simplex de forma manual é por meio de tabelas,
denominadas tableau, em que sdo realizadas as iteragdes até se obter a solucdo Otima. A

resolucdo e o exemplo apresentado a seguir sdo com base em Colin (2019) e Longaray (2013).

Os problemas resolvidos pelo Simplex tém objetivo de minimizar ou maximizar uma
funcdo Z que estd sujeita a restrigdes. Inicialmente se deve colocar a fungdo objetivo e as

restricdes na forma padrao:

1) A funcdo objetivo deve ser do tipo maximizagao;
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2) b=>0;
3) x;, =0;

4) Inclusdo de excessos/sobras/faltas nas restricdes para serem do tipo “igualdade”.

Em que b sdo os termos independentes, x; sdo as varidveis da fungdo e as
sobras/excessos/faltas sdo indicadas por sy, S5, ... S, onde n € a quantidade de restricdes. Caso

a funcdo seja de minimizacao deve transforma-la em uma funcao de maximizagao.
O passo seguinte ¢ montar o fableau, apresentado na Tabela 2.

Tabela 2: Tableau para resolugdo Simplex.

X x5 51 Sn b

z | —

meg =m

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Esta tabela deve ser preenchida com coeficientes da fung¢ao objetivo e das restri¢des.
Na segunda linha, denotada Z, deve-se colocar os coeficientes que pertencem a fungao objetivo,
esta por sua vez deve ser transformada em uma equagao igualada a 0, com isso os coeficientes
serdo inseridos no Tableau com o sinal oposto. Nas demais linhas serdo inseridos os coeficientes

das restricoes.

Na coluna "b" deve ser atribuido os termos independentes da fungdo objetivo e das
respectivas restricoes. Esta coluna serd a solu¢do do problema. Na célula destacada em
vermelho, serd apontado o resultado 6timo do problema e nas demais os valores assumidos

pelas varidaveis que estdo na base.

A area apontada como “BASE” apresenta as variaveis que assumirdo valores ao chegar
na solu¢do 6tima, as demais que ndo estiverem inseridas, assumirdo valor zero. Durante a
iteracdo do algoritmo sera determinada qual varidvel “entra” na base e qual deve “sair”. A base
¢ preenchida inicialmente com as variaveis que assumem valores, S;, S5, ... € S,, denominadas
sobras/excessos/faltas, uma vez que para iniciar o método as variaveis de decisdo devem ser

nulas.

A solugdo 6tima se dard quando todos os coeficientes da linha “Z” forem nio

negativos.
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A andlise para a varidvel que entrard na base consiste em apontar aquela que
corresponde ao menor coeficiente negativo, considerando os coeficientes que constam na
segunda linha (Z).

Com relagdo as variaveis que devem sair da base, segue a operacdo: bloqueio: min

b; . P ~
—(, onde b; refere ao termo independente que corresponde as varidveis que estdo na base e q;
a;
refere-se ao coeficiente da coluna da varidvel apontada para “entrar” na base, em que a; > 0.
Apos realizar a razao entre os dois termos, deve-se considerar a variavel que corresponde aquela

razao de menor valor para sair.

A coluna da variavel que entrar na base, devera ser alterada de modo que o elemento,
denominado pivo, seja transformado em 1 e os demais elementos em 0. Para isso torna-se o
coeficiente a; em pivo e o iguala a 1 por meio da divisdo de sua linha pelo valor de a;. As
demais linhas deverao ser alteradas mediante operagdo que consiste na multiplicagdo da linha

do pivo por um escalar e posteriormente somada a linha a ser alterada.
As iteracdes devem ser repetidas até se chegar na solug¢do 6tima.

2.2.1. Exemplo resolugao pelo método Simplex.

Considere o problema de minimizagao a ser solucionado pelo método Simplex.
MinZ = 2x; — 5x, — x5
Sujeito as restri¢oes:
X, + 2x, + 10x3 < 400;
X1 — X, + 2x3 = —20;
2x; —x3 <100.
X1,%X5,%X3 = 0.

De acordo com Colin (2019) a funcdo para ser solucionada pelo método Simplex deve
ser do tipo maximizac¢do. Uma fun¢do de minimizagdo corresponde a maximizacao do negativo

desta fun¢do, ou seja, min Z corresponde a max (—Z2).
Portanto a funcdo e as restricdes na forma padrao se configuram da seguinte maneira.

Max Z = 2x; —5x, —x3 = Z—2x,+5x,+x3=0
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Restrita a,
X1 + sz + 10x3 + S1 = 4‘00,

—X1 + Xy — 2x3 + s, = 20; (multiplicou-se por (-1) pois o termo independente deve ser b >

0.
le — X3 + S3 = 100.
X1,X2,X3,51,52,53 = 0.

Como as restrigdes sao do tipo menor ou igual, os termos S;,S, € S3 assumem 0S
valores que “faltam” para a restrigdo se igualar ao termo independente. Caso as restrigdoes
fossem do tipo maior ou igual os termos s; assumiriam o valor que “excedeu”, ou seja, seriam

subtraidos das restrigoes.

Na Tabela 3 apresenta-se o tableau preenchido com os dados do problema.

Tabela 3: Tableau do problema.

I X2 I3 31 54 53 b
z 2 5 24 0 0 0 0 |
B e’
o B 1 2 10 1 0 0 400
s| s -1 1 2 0 1 0 20
EN sy 2 0 1 0 0 1 100

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Apo6s o preenchimento dos dados, as varidveis s;, S, € S3 iniciarao na base. Observa-
se que nessa configuracdo as demais variaveis estdo zeradas, o que concretiza o inicio do
algoritmo. As variaveis s;,S, € s3 estdo assumindo valor 400, 20 e 100, respectivamente.

Enquanto a fungdo Z assume valor 0.

A variavel que devera entrar na base ¢ x,, pois € a que remete a0 menor nimero

negativo dos coeficientes da linha Z.

Por meio do método de bloqueio avalia-se qual variavel deve sair da base.

Min: {ﬁ} = {42ﬁ = 200; % =20 }, a op¢do para saida sera a varidvel s,, que
l

corresponde a menor razao apresentada. O pivo para as iteragdes serd o numero 1 que devera
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ser manipulado pelas operagdes afim de zerar os demais elementos da coluna x,. Como mostra

a Figura 23.

Figura 23: 12 Saida e entrada - Simplex.

4

X3 X2 X3 351 5a 53 b

z 2 -5 2 0 0 0 0o |
: s ) 1 2 10 1 0 0 400
s [ s & | i ] = 0 1 0 20
EN s3 J 2 0 1 0 0 1 100

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Denota-se a linha do pivo como L,,. As operagdes para igualar os demais elementos da

coluna x; a 0, serdo: 5.L, + linha Z e (—2).L, + linha s, , resultando na tabela apresentada

na Tabela 4.

Tabela 4: Tableau - 12 iteragao.

N I3 X3 51 s1 53 b

z -3 0 11 0 5 0 100 |
B 5 1 2 0 14 1 ) 0 360
; Xa -1 1 2 0 0 20
E s o 2 0 4 0 1 100

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A proxima variavel a entrar na base, sera x5. E por sua vez, a que devera sair serd s,
pois pode-se observar que os demais coeficientes sdo negativos o que configura que a variavel
recebera valor negativo, contrariando a definicdo da funcdo. Portanto o pivo sera o nimero 14,
deve transforma-lo em 1 por meio da divisdo de toda a linha por 14. Obtendo assim a tabela da

Figura 24.
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Figura 24: 2 @ Entrada e saida - Simplex.

g

X X X3 S1 S2 s3 b
z -3 0 -11 0 5 0 100 |
: & ) s 0 {'11:: 1/14 | -2/14 0 360/14
s| x -1 1 -2 0 1 0 20
EN isid 3 0 1 0 0 1 100

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Para igualar a 0 os demais elementos da coluna x;, tem-se as seguintes operagoes:

11.L, + linha Z; 2.L, + linha x, e L, + linha s;. Apresentada na Tabela 5.

Tabela 5: Tableau — 22 iteragao.

X1 X» X3 51 Ss s3 b
z 9/14 0 o | 114|812 o |[s360/14|
B x3 ) 2/ 0 1 114 | 214 | o |360/14
; X -8/14 1 0 2/14 | 10/14 | o |1000/14
EL s3 J o314 | o 0 114 | 214 | 1 |1760/14

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A proxima variavel a entrar na base sera x,, pois remete ao unico coeficiente de valor

negativo de Z. A varidvel que devera sair sera definida pela formulagdo do bloqueio. Min

360 1760

b; N iy

{a_l} = { 3// 14 =120; — // 14 = 56,77}, o menor valor das razdes corresponde a variavel s3.
i 14 14

. Lo o 31
Portanto tal varidvel devera sair da base e o piv0 sera o numero T, que deve ser transformado

em 1. Como mostra a Figura 25.

Figura 25: 32 Entrada e saida - Simplex

&

X X3 X3 51 51 s3 b
z 9/14 0 0 11/14 | 48/14 | o0 5360/14 |
B( x3 ) 3214 0 1 1/14 | -2/14 0 360/14
; s -8/14 1 0 2114 | 10714 | o 1000/14
E\@s, J (1) 0 0 1/31 | -2/31 | 14/31 | 1760/31

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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. . ~ 9
Para zerar os demais elementos da coluna x; tem-se as seguintes operacdes: e L, +

linha Z; (— i). L, + linhax; e 2 L, + linha X,. Resultando no tableau da Tabela 6.
14 p 14" P

Tabela 6: Tableau final.

X X2 X3 51 53 s3 b
z 0 0 0 |350/434 [1470/434] 9/31 |182000/434 |
B x Y o 0 1 28/434 | -56/434 | -3/31 | 5880/424
g X 0 1 0 | 70/43a | 294/43a| 8/21 | 45080/434
Eh m J 1 0 0 1/31 | -2/31 | 14/31 | 1760/31

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Como nao ha outras variaveis com coeficiente negativo determina-se que essa ¢ a

solucdo 6tima para o problema.

Como mencionado anteriormente, para as varidveis que se encontram fora da base sao
atribuidas valor zero. Portanto as variaveis s; = s, = s3 = 0 e o resultado apresentado no

tableau (célula destacada em vermelho) remete a fungdo Z.

Como definido anteriormente, o resultado apresentado remete a fungdo max(—Z2),

portanto tem-se o objetivo de min Z logo o resultado 6timo esta com valor oposto.

O resultado obtido por meio do Simplex para a funcdo que se objetiva minimizar

182000 _ 1760

considerando as restri¢coes ¢ de Z = — eV —419,35 com as variaveis x; = = = 56,77,
x, =220 = 103,87 € x5 = 222 = 13,55.
434 434

Por meio do método Simplex foi possivel solucionar a fungdo considerando as
restrigdes. Constata-se que o processo consiste em uma série de calculos que nao se admite

erros pois interferem no resultado dado como solugao.

A fungdo minimizada em questdo possui 3 varidveis, porém ao coloca-la na forma
padrao do Simplex, passa-se a considerar 6 variaveis (xi,X,,X3,S1,5S2,53). Em algumas
situacdes esse numero de variaveis pode aumentar consideravelmente, dificultando a resolugao
e a inviabilizando de ser concluida de modo manual. Por esse motivo recomenda-se o uso de

software na resolucdo do Simplex com mais de duas variaveis.



44

Existe alguns programas computacionais capazes de solucionar problemas pelo
método Simplex em segundos. Dentre eles pode-se destacar o software Microsoft Excel que é
capaz de resolver problemas caracterizados como programacao linear por meio do Simplex

mediante a ferramenta denominada Solver.
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3. SOLUCAO DO PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE PELO
SOLVER

Neste capitulo sera apresentada uma resolu¢do para o exemplo do problema do
caixeiro viajante, enunciado na se¢do 1.3 no Capitulo 1, por meio da programagdo linear em

conjunto com o Solver, que ¢ uma ferramenta disponibilizada pelo Excel.

3.1. Solver

De acordo com o site da Microsoft, o Solver ¢ um suplemento do Excel que pode ser
utilizado para realizar teste de hipoteses. Por meio do Solver pode-se encontrar um valor ideal
(méaximo ou minimo) considerando as restri¢des e limites determinados. O Solver trabalha com
um grupo de células, denominadas varidveis de decisao, utilizadas no célculo das formulas nas
cé¢lulas de objetivo e restrigdo. Para apresentar o resultado da célula objetivo e atender aos

limites das células de restrigao o Solver ajusta os valores nas células variaveis de decisao.

Em alguns casos ¢ preciso fazer a ativacdo do Solver no Excel, para isso basta seguir

0 passo a passo.

Apo6s abrir o Excel acesse: ARQUIVO > Opgdes > Suplementos > Gerenciar >

Suplementos do Excel > Ir > Marque a opgao “Solver” > OK.
O botao Solver ird aparecer na aba “DADOS”.
Para a realizacao deste trabalho foi utilizada a versao MS Excel 201 3.

3.2. Exemplo de um problema do caixeiro viajante — Capitulo 1.

Recordando o problema:

Considere que um funciondrio de uma empresa de transporte precisa entregar
encomendas em 5 cidades vizinhas, incluindo a que esté situada a empresa. A transportadora,
com o objetivo de diminuir os custos da viagem, pede ao setor de logistica que determine a rota
de entrega com menor custo, que esté relacionado diretamente com a distancia total percorrida

pelo entregador.
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Para facilitar a visualizac¢do, o problema pode ser representado pelo Grafo M exposto
na Figura 26. As cidades estdo representadas pelos vértices, (1), (2), (3),(4), (5) ¢ as arestas

ponderadas correspondem a distancia, em quildmetros (km), entre as cidades.

A transportadora esté localizada na cidade (1), ou seja, o entregador terd que partir e

retornar a cidade (1) apds entregar nas demais cidades.

Figura 26: Grafo M.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A matriz de valores referente ao grafo M estd exposta no Quadro 1.

Quadro 1: Adjacéncia Grafo M.

Adjacéncia do Grafo.

De [ Para 1 2 3 4 5
i o 7 (8] 2 4
2 7 o 2 o 3
3 o 2 o 8 2
4 2 o & o 4
5 4 3 g 4 0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

O problema em questao busca determinar o ciclo hamiltoniano de menor valor. Para

tal seré utilizada a programagao linear.

3.2.1. Modelagem do Problema

Considera-se: (i) a;; como o valor do peso das arestas a;;;

(ii) x;; como as variaveis de decisdo.
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_ {1, se [ estiver interligado a J;
Y 0, caso contrario.

(1) Funcao objetivo:

Para construir a fun¢do objetivo multiplica-se o peso (a;;) de uma aresta por uma
variavel de decisdo (x;;), isto €, a;; * x;;. Entdo soma-se os produtos para obter o valor do ciclo,
considerando apenas os vértices que sao interligados. O objetivo ¢ minimizar o valor dessa

soma.

Buscando facilitar os célculos ao utilizar o Solver considerou-se um grafo ponderado
completo, cuja matriz de adjacéncia esta exposta no Quadro 2. Para tal define-se rotas com um
peso "alto" para as cidades que ndo possuem uma rota (aresta) que as interliguem e para as
c¢lulas que remetem a mesma cidade de origem e destino. Por exemplo foi atribuido valor 999
na célula que se refere a rota da cidade (3) para a cidade (1) (aresta as;) que ndo existe no
problema. Desse modo tais rotas ndo serdo optadas como parte da solugao.

Apos a resolugdo, caso algumas das rotas criadas, ainda figure na solugdo aumenta-se

o valor do peso.

Quadro 2: Adjacéncia grafo completo.

Adjacéncia do grafo completo.

De [ Para 1 2 3 4 5
1 it 7 oo 2 4
2 7 2Lt 2 999 3
3 999 2 o & 2
4 2 Sea a 9o 4
5 4 3 2 4 o5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Assim a fungdo objetivo sera:

5
Min Z = ZZaU -xl-j
i=1

j=1
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Ou seja: MinZ = 999 -x11 +7 - x1,+999 x5+ 2 x4, +4 - X5+7 - x1 +
999 - x5 +2 x93 +999 - x4 +3 - X35 +999 - x31 +2 X3, +999 - X33+ 6 X34+ 2+
X35+ 2X47 999 X4y +6-X43+999 x4y +4 - X455 +4 X514 +3 X5 +2-Xx55+4-
X54 + 999 - x55

(2) Restricoes
As restricdes sdo os limites e ajustes necessarios para que a solugdo Otima

contemple as exigéncias do problema.

(Ry) x;j devera ser binario;

5 5 5
(RZ)le]=Zx21=2x31=2x41=2x51= ;

Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
5 5 5 5 5
(R3) zxil = zxiz =zxi3 = zxm = zxis =1;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(R4) xij + in <1

(RS)ZZXU =0,ondei =j.

i=1j=1

vl
vl

Justificativas para a construcao das restri¢des:

(R;) As variaveis de decisdo deverdo ser binarias, ou seja, devem assumir valor 0 ou

(R,) Somas das linhas devem ser iguais a 1.

Como o problema se trata de um problema do caixeiro viajante, a cidade (i) deve ser
visitada apenas uma vez, com isso tem-se que o funciondrio deve partir apenas uma vez da
cidade (i). Caso a soma da linha (i) seja igual a 1, indica que o funcionario partiu daquela

cidade apenas uma vez.

(R3) Somas das colunas devem ser iguais a 1.
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Do mesmo modo que o funciondrio deve partir apenas uma vez da cidade (i), também
devera ter tal cidade como destino apenas uma vez. Caso a soma da coluna (i) seja igual a 1,

indica que o funciondrio chegou naquela cidade apenas uma vez.
(R4) Soma dos simétricos devem ser menores ou iguais a 1.

A soma dos simétricos devem ter resultado iguais a 0 ou a 1, isto €, os elementos
simétricos ndo podem receber valor 1 simultaneamente. Por exemplo, caso os elementos
simétricos x;; € x;; recebam valores 1, significa que o funcionario foi da cidade (i) para a cidade
(j) e retornou da cidade (j) para a cidade (i), fazendo com que a cidade (i) seja visitada duas

vezes, 0 que contraria as condigdes do problema.
(Rs5) Soma da diagonal principal deve ser igual a 0.

Os elementos x;; da diagonal principal sdo aqueles em que (i) € igual a (j), ou seja,
a cidade de origem ¢ a mesma de destino, com isso tem-se que esses elementos devem receber
valor 0 que indica que nao havera essa ligacdo. Para isso a SOMA dos elementos da diagonal
principal, inserida no quadro de restrigdes, devera ter valor 0, isto garante que nenhum elemento

ira receber ligacao.

Esta restri¢do ¢ util para os casos em que o grafo ja € completo. Nestes casos pode-se

colocar na diagonal principal peso igual a zero.

3.2.2. Solucao utilizando o Solver

Definida a fung¢do objetivo e restricoes do problema, segue os passos para inserir 0s

dados no Excel e resolver por meio do Solver.

1° - Adjacéncia do Grafo (a;;): neste quadro deverdo ser inseridos os dados do

problema. Neste caso serd um quadro que remete a matriz de valores entre as cidades

(1),(2),(3),(4) e (5).
- Criar planilha;

- Inserir a distancia da cidade (i) para a cidade (j), tendo como base o grafo ponderado,

veja Figura 27.
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Figura 27: Planilha Excel - Adjacéncia do Grafo.

_ A B 8 o E F :

1| Adjacéncia do grafo completo.

# ] De /Para| 1 2 3 3 5

3 1 999 7 599 2 4

4 | 2 7 999 2 999 3

5 3 999 2 999 6 2

6 4 2 999 6 999 4

7 5 4 3 2 4 999

o

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

2° - Variaveis de decisdo (x;j): neste quadro estdo contidas as variaveis de decisdo
que deverao estar vinculadas na fungao objetivo e nas restri¢des. Este quadro sera ajustada pelo

Solver afim de apresentar o menor ciclo que sera a solugdo 6tima..

O quadro de varidveis remete a matriz de adjacéncia do ciclo a ser percorrido que

caracteriza a solugao otima.

Recebera valor 1 caso a ligagdo da cidade (i) para a cidade (j) seja utilizada na rota

que minimize a fung¢ao objetivo, caso contrario recebera valor 0.

- Criar um quadro semelhante ao quadro de adjacéncia da Figura 27, porém sem os

valores das ligagdes das cidades, como na Figura 28.

Figura 28: Planilha Excel - Varidveis de decisao.

G H | J K L M
1| ' Varidveis de decisio. :
2 | De [Para|] 1 2 3 4 5
3 | 1
4 | 2
5 | 3
5 | 4
7| 5
g |

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

As linhas representam as cidades de origem e as colunas as cidades de destino. Na

célula N3 serdo somados os valores de (I13: M3) por meio da formula SOMA, dessa maneira
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obtém-se a quantidade de vezes que se teve a cidade (1) como origem. Analogamente sera feito

para as demais cidades.

Na célula I8 serdo somados os valores de (I3:17) por meio da formula SOMA, desse

modo obtém-se a quantidade de vezes que se teve a cidade (1) como destino. Sera feito para as

demais cidades, analogamente. Apos as operacdes realizadas, o quadro de variaveis estara

completo, como mostra a Figura 29.

As células destacadas em verde sdo as células variaveis de decisdo.

Figura 29: Planilha Excel - Soma linhas e colunas das varidveis de decisao.

H

J

Variaveis de decisio.

K

L

M

M

De _."Paral

T
2
3
4
L5

(== B B = T O B e R

soma colunas

1

2

3

soma Iinhasl

a

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

0

o T e Y = N =

3° - Funcio Objetivo (Z): apos criar as duas matrizes, define-se a fungdo objetivo
que ird vincular os parametros (matriz adjacéncia) com as varidveis de decisao..
Figura 30: Planilha Excel - Fungdo Objetivo.
. A B C D E F6 H 1 § L N

1 Adjacéncia do Grafo. Variaveis de decisio.

2 | De [Para] 1 2 3 4 5 De [ Paral 4 soma linhas

3 ' 1 EEE] 7 EEE] 2 4 0l

4 | 2 7 999 2 995 3 2 0

5 | 3 §45 2 9549 o 2 3 0

b | 4 2 999 6 993 4 4 0

11 5 4 3 2 4 999 5 0

8 | soma colunas 0 0 0

1]

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Na célula D10 da Figura 30, inseriu-se a formula SOMARPRODUTO da matriz de

valores (Adjacéncia do grafo) e da matriz de varidveis de decisdo. Essa serd a funcao objetivo.

Os elementos utilizados nessa fung¢do foram (B3: F7) e (I3: M7), como mostra a Figura 31.
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Figura 31: Fungdo SOMARPRODUTO.

Argumentos da fungio ? *
SOMARPRODUTO
Matriz1 | B3:F7 = WO N\ CADADREA, 2DAGM, .

=
]
R
i
=

t=

i
1]

..... |E® {ONADNCND, DN DADA DD, DDAV DD, DD DR
Matriz3 | BG| = matri

=0
Retarna a soma dos produtos de intervalos ou matrizes correspondentes.

Matriz2; matriz1;matriz2;.., de 2 a 255 matrizes para as quais vocé deseja
multiplicar e somar componentes, Todas as matrizes devem ter as
mesmas dimensdes.

Resultado da farmula = 0
Ajuda sobre esta funcao | Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4° - Construcao de tabela para auxiliar nas restricoes.

A Figura 32 mostra o quadro com algumas restrigoes.

Figura 32: Planilha Excel - Restrigdes.

LG | H E 1 4 ] k& L M L N P | 8 | R
1 Variaveis de decisao.
2 De [ Para| 1 2 3 4 5 soma linhas
3 0
4 2 0
5 3 0
6 4 0
7 5 0
8 | soma colunas 0 o 0 0 0
9 1
10 |
] Restricies
12 . Simétricos X2€Xp | X3 €Xay | Xya BMgy | Xis€Xsy | Xpa By Xzq B Xyz X35 B Xs2 X3q € Xaz X5 € Xg3 Ny & Xsg
132 | 0 [t} 0 0 0 0 o [t] [ [t
13| - _— Xy | X2z | X33 | Xaa Xss5
Diagonal principa
18 | [}
7 Obs: x; representa os elementos na Tabela 2, ou seja, o elemento esta na linha do vertice i e coluna do vértice j.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Duas das restricdes necessarias sdo com relacdo aos elementos simétricos e aos
elementos da diagonal principal. Tais restrigdes serdo explicadas nos proximos passos. Nessa

secdo serdo inseridas apenas as formulas para posteriormente serem utilizadas no Solver.
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Entre os elementos simétricos deverd aplicar a formula SOMA, ou seja, devera realizar
a SOMA entre o elemento x;; € xj;. Por exemplo, a c€lula /13 remete aos SImétricos x, € X4

portanto a formula SOMA sera das células (J3;14); A célula J13 remete aos simétricos x5 €
X3, entdo a formula SOMA serd das células (K3;15) e assim sucessivamente para todos os

simétricos.

Comrelagao a diagonal principal devera aplicar a formula SOMA a todos os elementos
da diagonal principal, tais elementos sdo aqueles em que i ¢ igual a j, sdo eles:

X11,X22,X33,X44 € X55.
Na célula 116 aplica-se a formula SOMA das células (I3;/4; K5; L6; M7).
5° - Inserindo as condicoes no Solver:

O botdo do Solver se encontra na aba “DADOS”, ao clicar se abrira a janela exibida

na Figura 33.

Figura 33: Parametros Solver.

Pardmetros do Salver !

Definir Objetiva: sAs1| Fi
Para; (@) Max, () Min. () Walor de; 0
Alterando Células Varigveis:

Sujeito s Restricdes:

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Varidveis Irrestritas Mdo Negativas

Selecionar um Método de GRG Nio Linear b Opcles
Método de Solucdo
Selecione o mecanismo GRG Nao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares.

Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Sefecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Nessa janela serdo inseridos os objetivos e restrigdes a serem resolvidos pelo Solver.

Conforme a ordem apresentada na tela dos Pardmetros do Solver, Figura 40, segue a

forma de preenchimento.

“Definir objetivo”: selecionar a célula D10, nesta célula serd apresentada a solugao

otima encontrada pelo Solver.
“Para”: selecione a op¢ao “Min.” que remete a minimizar o problema.

“Alterando Células Variaveis”: selecione as células variaveis (/3; M7) (destacadas

em verde).

“Sujeito as Restri¢oes”: apds clicar em “adicionar” o programa exibird a janela

apresentada na Figura 34.

Figura 34: Adicionar restricdo.

Adicionar Restrigdo X

Referéncia de Celula: Restricao:

U
1

&

Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor. 2020.

Nesta janela, em “referéncia da célula” deve selecionar as células que serdo submetidas
as restrigdes, em seguida seleciona as condigdes impostas sobre elas dentre as opgcdes e por fim

em “restricdes” deve indicar quais s3o as limitagdes.

Como citado anteriormente, a PL do problema em questdo sera submetida a 5

restrigoes:
(R1) x;j = binario.

“Referéncia da célula™: (I3; M7), opgdo “bin” e “adicionar”. Conforme Figura 35.
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Figura 35: Restricao 1.

Adicionar Restricdo *
Referéncia de Célula: Restricdo:
5153:5M5T B! (TN - | | bindrio 575
0K Adicionar Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

(R2)

5 5 5
j=1 j=1 Jj=1 Jj=1 j=1
Somas das linhas devem ser igual a 1.

“Referéncia da célula™: (N3; N7), opgdo “=", “restricdo’: 1 e “adicionar”. Conforme

Figura 36.

Figura 36: Restri¢ao 2.

Adicionar Restrigdo >
Referéncia de Célula: Restrican:
SNS3:5NST Bl = vl |1 5
DK Adicionar Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

5 5 5 5 5
(R3)zxi1 = zxiz = me = me = ins =1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Somas das colunas devem ser iguais a 1.

“Referéncia da célula™: (I18; M8), opgdo “=", “restricdo™: 1 e “adicionar”. Conforme

Figura 37.



Figura 37: Restricao 3.

Adicionar Restrigao

Referéncia de Célula: Restricdo:
S158:5M58 Rz | = w1
(84 Adicionar Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

(R4_) xl-j + le‘ <1

Soma dos simétricos devem ser iguais a 1.
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“Referéncia da célula”: (I16; R16), opgdo “< =", “restri¢do”: 1 e “adicionar”. Como

mostra a Figura 38.

Figura 38: Restri¢ao 4.

Adicionar Restrigdo

Referéncia de Célula: Restricdo:
SIS16:5R516 | | <= vl (1]
OK Adicionar Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

5
(Rs)z by =0,ondei = .

5
i=1j=1
Soma da diagonal principal deve ser igual a 0.

2% ¢

rl_.
Wl

“Referéncia da célula™:(119), opgdo “=", “restricdo’: 0 e “OK”. Como mostra a Figura

39.
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Figura 39: Restricao 5.

Adicionar Restricdo >
Referéncia de Célula: Restricdo:
51519 el | = ~| |0 505

&didonar Cﬂncemr

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Finalizada a etapa de elaboragdo das restricdes segue-se:
“Selecionar um método de”: selecionar a op¢do “LP Simplex”.

O problema em questdao se configura no algoritmo Simplex. Os pesos atribuidos as
arestas sdo os coeficientes das variaveis da funcao objetivo, tais variaveis sao as denominadas

variaveis de decisdo que estdo inseridas tanto na fungdo objetivo quanto nas restrigdes.

Apos todas as restricdes e limites preenchidos, a tela de parametros do Solver sera

apresentada conforme a Figura 40.

Figura 40: Parametros do Solver preenchidos.

Pardmetros do Sokver *

1. |
il

Definir Objetivo: sD510|

Para:  (7) Max @ Min. () valor de:

Alterando Células Varigveis:

il

5153:5M57

Sujeito as Restricdes:

[5I1516:5R516 <= 1 =
ESIS19=D Adicionar
§153:5M57 = binario
5I158:5M58 =1 Alterar
SMNS3SNST =1

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Mo Megativas

Selecionar um Método de LP Simplex | Opcoes

Método de Solucao

Selecione o mecanismo GRG Mo Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Apos clicar em “Resolver”, o Solver mostrara a solugdo 6tima do problema. Na célula
D10 que corresponde a fungdo objetivo, tem-se o valor minimo que ird ser percorrido pelo
funcionario. No quadro de variaveis de decisdo, exposto na Figura 41, tem-se o ciclo a ser

seguido para obter esse valor minimo.

Figura 41: Solugdo Solver.

. A B C ) E F 6 H \ 1 K L M N
1| Adjacéncia do Grafo. Variaveis de decisio.
2 De [Para] 1 2 3 4 5 De / Paral 1 2 3 4 5 soma linhas
3 1 993 7 999 2 4 1 1 1
4 . 2 7 L 2 094 3 2 1 1
5 3 993 2 999 & 2 3 1 1
b 4 2 8949 = 999 4 4 1 1
T| 5 4 3 2 4 EEE] 5 1 1
§ | soma colunas 1 1 1 1 1
g !
0 Objetivo:
11

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Conforme a Figura 41, a solugdo 6tima encontrada pelo Solver foi de 17, no caso do

problema analisado, remete a 17 km.

O resultado apresentado no quadro Variaveis de decisdo, exposta na Figura 41, ¢
referente ao menor ciclo para o problema, encontrado pelo Solver. Interpreta-se essa tabela ¢
“linha X coluna”. Na linha da cidade (i) verifica-se para qual cidade ira partir, ou seja, em qual
coluna (j) esta o valor 1, que indica que ha ligagdo entre elas, com isso tem-se que partiu de (i)
para (j). Posteriormente a proxima ligagdo partira da linha da cidade j e segue até completar o

ciclo.

O problema enunciado no Capitulo 1, indica que o funcionario tem como ponto de
partida a cidade (1). Portanto segundo o quadro Variaveis de decisdo, exposto na Figura 41, o
colaborador deve partir da cidade (1) para a cidade (4), posteriormente da cidade (4) para a
cidade (3), de (3) ele ird para a cidade (2). Apos a cidade (2) deverd ir para a (5) e por fim da
cidade (5) partira para a cidade (1), finalizando o ciclo, conforme indica o esquema na Figura

42.
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Figura 42: Rota solugdo.

Variaveis de decisio.
De [ Para 1 2 3 4 5 soma linhas
i
— ; 1
— 3 1
— | 1
—lp 5 1

soma colunas 1 1 1 1 1

[ e o e

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

O ciclo determinado pelo Solver é (1), (4),(3),(2),(5) e (1), totalizando um valor
percorrido de 17 km. Esse ciclo é exatamente a rota d apresentada como uma das solugdes para
o problema no Capitulo 1. Devido as limitacdes da ferramenta, o Solver apresenta apenas uma

das solucdes viaveis para o problema.

Com as restrigdes e limites aplicados no Solver, foi possivel chegar a uma solucao

Otima que corresponde exatamente com a solugdo realizada manualmente.

A modelagem do Solver definida na resolugdao do exemplo do problema do caixeiro
viajante pode ser utilizada em situa¢ao que remetem a problemas logisticos afim de determinar

a menor rota que se deve percorrer para poupar custos, otimizar tempos dentre outros.

No préximo capitulo, a modelagem desenvolvida para resolucao de problemas que se
configuram no Caixeiro Viajante, serd aplicada em um problema que tem objetivo de minimizar
o tempo de voo em entrega aérea. O problema consiste em determinar a menor rota pelas

aerovias que configura no menor tempo de voo.
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4. APLICACAO DA MODELAGEM DE RESOLUCAO NO SOLVER EM
ROTA DE ENTREGA AEREA.

Neste capitulo serd apresentada uma aplicagdo do problema do caixeiro viajante em
uma situacao de transporte aéreo, solucionado por meio da modelagem de resolugdo no Solver.
O problema a ser solucionado se refere a otimizagdo de tempo de voo para a realizacdo de
entregas em determinadas capitais do Brasil. A empresa de transporte de cargas tem objetivo
de estabelecer uma rota de voo que configure no menor tempo e consequentemente tenha-se
um gasto minimo de itens relacionados diretamente com o deslocamento, como combustivel

por exemplo.

4.1. Caracterizacio do problema

Suponha que uma empresa que presta servigos de transportes de cargas aéreas,
localizada na cidade de Goiania - GO, especificamente no Aeroporto Internacional de Goiania
— Santa Genoveva, foi contratada para realizar entregas de determinadas encomendas nos
seguintes aeroportos: Aeroporto Internacional de Confins — Tancredo Neves, Aeroporto
Internacional de Cuiaba — Marechal Rondon, Aeroporto Internacional Manaus — Eduardo
Gomes, Aeroporto Brigadeiro Lysias Rodrigues, Aeroporto Internacional de Porto Velho —
Governador Jorge Teixeira de Oliveira, Aeroporto Internacional do Recife/Guararapes —
Gilberto Freyre e no Aeroporto Internacional de Salvador — Deputado Luis Eduardo Magalhaes
cujas localidades, respectivamente, sdo: Belo Horizonte - MG, Cuiaba - MT, Manaus - AM,

Palmas - TO, Porto Velho - RO, Recife - PE e Salvador — BA.

As aerovias, rotas disponiveis para a aeronave seguir, que a empresa dispoe, estao
representadas na Figura 43. A transportadora garante ter autonomia para realizar as entregas
pelas rotas destacadas sem a necessidade de fazer escalas e também pontua que a aeronave sera

abastecida quando necessario.
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Figura 43: Aerovias disponiveis.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.

A empresa deseja realizar as entregas no menor tempo de voo possivel, considerando
que se deve pousar uma unica vez em cada capital. Como a empresa esta localizada em Goiania,
este serd o ponto de partida e chegada da aeronave. Conforme as exigéncias da empresa, o
problema apresentado se configura como um problema do caixeiro viajante. A seguir sera

descrita a modelagem e resolucao do problema pelo Solver.

4.2. Modelagem do problema.

O tempo (em horas) de voo entre cada aeroporto das capitais esta representado no grafo
ponderado na Figura 44. Para as horas apresentadas pela empresa considerou-se os aspectos de
altitude e velocidade da aeronave e peso da carga a ser entregue e foram calculadas no site

“adistanciaentre.com” que disponibiliza uma calculadora de tempo de voo entre cidades.
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Figura 44: Grafo das aerovias.

Belo
Horizonte (5)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

O problema sera resolvido por meio da Programacao Linear aplicada no Solver, como

apresentado na resolucao do problema do caixeiro viajante no Capitulo 1.

Considerando um grafo completo, em que as ligacdes inexistentes entre as capitais

receba tempo de 10 horas de voo, a fungao objetivo ¢ definida por:

onde a;; s30 os pesos das arestas (em minutos) do grafo € x;; sdo as variaveis de decisdo.

Ou seja: MinZ =600 -x,; +83-x1, +600- x5 +121 x4, +79 x5+ 85"
X16 + 600 - x17 + 600 - x,6 +83-x5; + 600 x5, +141 - x55 + 600 - x54 + 600 - x5 +
106 - x56 + 600 - x,7 + 600 - x,5 + 600 - x3; + 141 - x3, + 600 - x33 + 80 - x34 + 600 -
X35 + 212 - x36 + 600 - x37 + 241 - x35 + 121 - x41 + 600 - x4, + 80 - x43 + 600 - x44 +
102 - x45 + 600 - x46 + 600 - x47 + 600 - X456 + 79 - x54 + 600 - x5, + 600 - x553 + 102 -
X54 + 600 - x55 + 132 - x5 + 600 - x57 + 220 - x55 + 85 - x57 + 106 - x4, + 212 - x43 +
600 - xgq + 132 - x45 + 600 - x5 + 115 - x47 + 600 - x45 + 600 - x5 + 600 - x5, + 600 -
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x73 + 600 * x74 + 600 ‘ x75 + 115 * x76 + 600 * x77 + 86 * X73 + 600 : x81 + 600 ¢ x82 +
24183 + 600 * x84 + 220 * x85 + 600 . x86 + 86 * x87 + 600 : x38

A func¢do estd sujeita a 5 restrigdes:

(Ry) x;; deverd ser bindrio;

8 8 8 8 8 8
j:]_ ]:1 ]:1 ]:1 j:l j:l j:l j:l
8 8 8 8 8 8 8 8
(R3) Xi1 = zxiz =zxi3 =in4 =in5 = me = wa =in8 =1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(R4) Xl'j + le’ < 1;

8 8

(RS)ZZxU =0,ondei =j.

i=1j=1

4.3. Dados no Excel

A Figura 45 apresenta a planilha da matriz de valores do grafo completo com as horas
de voos entre as capitais. Atribuiu-se o tempo de 10 horas para as capitais que ndo possuem
aerovias (arestas) que as interliguem e para as células que remetem a mesma capital como
origem e destino. Como se observa na cé¢lula D3, tem-se a capital Goidnia (vértice 1) como
origem e a capital Recife (vértice 3) como destino, ndo hé essa aerovia as interligando, por esse

motivo se atribuiu “peso” igual a 10 horas.

Figura 45: Matriz de valores do grafo.

A B C D E F G H

1 Adjacéncia do Grafo.

2 De [Para| Goiania(1) | Palmas(2) | Recife (3) | Salvador (4] | Belo Horizonte (5) | Cuiaba {6) | Porto Velho (7) | Manaus (8)
3 Goidnia (1) 10:00:00 01:23:00 10:00:00 02:01:00 01:15:00 01:25.00 10:00:00 10:00:00
4 Palmas (2) 01:23:00 10:00:00 02:21:00 10:00:00 10:00:00 01:46:00 10:00:00
3 Recife (3) 1000000 02:21:00 10:00:00 01:20:00 10:00:00 03:32:00 04:01:00
il Salvador (4) 02:01:00 01:20:00 10:00:00 01:42:00 10:00:00 10:00:00
7 | Belo Horizonte (5) 01:19:00 ; 10:00:00 01:42:00 10:00:00 02:12:00 03:40:00
8 Cuiabad (6) 01:25:00 01:46:00 03:32:00 10:00:00 02:12:00 10:00:00 10:00:00
9 Porto Velho (7) 10:00:00 10:00: 10:00:00 10:00:00 10:00:00 01:55:00 01:26:00
10 Manaus (B) 10:00:00 04:01:00 10:00:00 03:40:00 10:00:00 10:00:00

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.



65

As células da matriz de valores, exposta na Figura 45, estdo editadas no formato de

horas do Excel. Por exemplo na célula B4, tem-se que o tempo de voo entre Goidnia (1) e

Palmas (2) ¢ de 1 hora e 23 minutos. Os dados na planilha poderiam ser também inseridos com

unidade de medida em minutos. Para o caso citado o tempo seria de 83 minutos. A célula que

corresponde a fungdo objetivo deve estar igual a formatagao das células da matriz de valores.

A Figura 46 apresenta a matriz que corresponde as variaveis de decisdo com as

respectivas somas das linhas e colunas.

Figura 46: Matriz variaveis de decisdo.
K L M N 0 P Q R s T

Variaveis de decisiio.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.

Na Figura 47 tem-se o quadro de restricoes com as formulas de soma dos simétricos e

da diagonal principal para contemplar as restri¢des.

7|

13!
13|
|
a1 |
2|
73 |
2]
% |
7|
8|

an |

Figura 47: Restrig¢des.

J K L M N 0 P Q R S T U
Restricbes

X1z By X3 € X3y K14 B My Xy € X5y Xig B Xgy X17 B Xy X3 B Xgy X3 B X32 X2q B Moz X5 8 X5z

0 0 0 '] 0 0 0 0 0 0
Simétricos Xz € M5z Xz7 8 Xp2 Xzg € a2 X3q € Mgz X35 € X5y X35 € 53 X3z B Xy X3g € a3 Xas B M5y Xa5 € X5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Xa7 B Xpg Xag Mgy X5 € g5 Xs7 € Xgs Xsg € Xgs X57 € Xgg %68 e x86 Xrg € Xgy
0 0 0 0 0 0 0 0
Diagonal principal X1 X2z ‘ X33 | Xag | X5 | Xs5 | X Xgg
5]

Obs: x; representa os elementos na Tabela 2, ou sejz, o elemento esta na linha do vértice i e coluna do vértice j.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.

Inseriu-se a fun¢do objetivo na célula D14 que consiste na foérmula

SOMARPRODUTO das duas matrizes (adjacéncia e variaveis de decisdo).



66

4.4. Dados no Solver

Serd apresentada nesta secdo os parametros a serem incluidos no Solver para a
resolu¢do do problema. Como a modelagem ¢ do mesmo modo que a descrita no Capitulo 5, o

preenchimento serd de modo sucinto.
Segue o preenchimento na ordem que € apresentado na janela do solver.

“Definir objetivo”: selecionar a célula D14, nesta célula sera apresentada a solucao

Otima encontrada pelo Solver.
“Para”: selecione a opgdo “Min.” que remete a minimizar o problema.

“Alterando Células Variaveis”: seleciona as células variaveis (L3:S10)(destacadas

em verde).
“Sujeito as Restri¢des”: pressionar o botdo “adicionar”.
(Rq) x;; = binario.
“Referéncia da célula”: (L3;510), op¢ao “bin” e “adicionar”.

8 8

8 8 8 8
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

(Ry)

~.

Soma das linhas devem ser igual a 1.

“Referéncia da célula”: (T3; T10), opgdo “=", “restricdo™: 1 e “adicionar”.

Soma das colunas devem ser iguais a 1.

“Referéncia da célula™: (L11;S511), opcdo “=", “restricdo™: 1 e “adicionar”.
(Ry) x5+ x;; <1

Soma dos simétricos devem ser iguais a 1.

“Referéncia da célula”: (L20; U20), opgdo “<=", “restricdo”: 1 e “adicionar”.

“Referéncia da célula™ (L22;U22), opgdo “<=", “restricdo”: 1 e “adicionar”.
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“Referéncia da célula”: (L24;524), opcao “< =", “restricdo™: 1 e “adicionar”.

(RS)ZZbU:O,ondei:j.

i=1 j=1

wu
wu

Soma da diagonal principal deve ser igual a 0.
“Referéncia da célula”:(L27), opcdo “=", “restricdo™: 0 e “OK”.
“Selecionar um método de”: seleciona a op¢do “LP Simplex”.

A Figura 48 apresenta a janela do Solver apds inserir as restrigdes.

Figura 48: Parametro Solver preenchido.

Pardmetros do Solver *
Definir Objetivo: 50514 5
Para: ) Max, ®) Min. () valor de: 0

Alterando Células Varidveis:

5L53:55510 55

Sujeito as Restriches;
S5L511:55811 =1

SLE20:5U520 <= 1 ek
5L522:5U522 <= 1

S5L524:55524 <=1 Alterar
51527 =10

5L53:55510 = hinario ;
STS3:5T510 = 1 Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/salvar

Tarnar Variaveis lrrestritas Mao Megativas

Selecionar um Método de LP Simplex o Opcbes

Método de Solugdo

Selecione o mecanismo GRG Nio Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lingares, Selecione o mecanismao
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.

4.5. Resultado e discussoes.

Ao clicar em “resolver” o Solver determina como solu¢do 6tima o tempo de 14 horas

e 52 minutos (14:52), apresentado na célula D14, como mostra a Figura 49.
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Figura 49: Solugdo Solver.

A B c | 'p H F G H I ]
1 Adjacéncia do Grafo.
2 De / Para| Goiania (1) | Palmas (2) | Redife [3) | salvador (4) | Belo Horizonte [5) | Cuiabi (6} | Porto velho (7) | Manaus (8}
3 Goidnia (1) 10:00:00 01:23:00 10:00:00 02:01:00 01:19:00 01:25:00 10:00:00 10:00:00
4 Palmas (2) 01:23:00 10:00:00 02:21:00 10:00:00 10:00:00 01:46:00 10:00:00 10:00:00
5 Recife (3) 10:00:00 02:21:00 10:00:00 01:20:00 10:00:00 03:32:00 10:00:00 04:01:00
] Salvador (4) 02:01:00 10:00:00 01:20:00 10:00:00 01:42:00 10:00:00 10:00:00 10:00:00
7 Belo Horizonte (5) 01:19:00 10:00:00 10:00:00 01:42:00 10:00:00 02:12:00 10:00:00 03:40:00
8 Cuiaba (6) 01:25:00 01:46:00 03:32:00 10:00:00 02:12:00 10:00:00 01:55:00 10:00:00
9 Porto Velho (7) 10:00:00 16:00:00 10:00:00 10:00:00 10:00:00 01:55:00 10:00:00 01:26:00
10 Manaus (8} 10:00:00 10:00:00 04:01:.00 10:00:00 03:40:00 10:00:00 01:26:00 10:00:00
1|
1|
13| _
14| |objetivo: | 14:50:00 |
15

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.

O ciclo hamiltoniano das aerovias que devem ser seguidas ¢: Goiania — Belo Horizonte
— Salvador — Recife — Manaus — Porto Velho — Cuiaba — Palmas — Goiania. A Figura 50
apresenta a matriz de solugcdo determinada pelo Solver e na Figura 51 esta exposto o ciclo
destacado no grafo.

Figura 50: Matriz solucdo.

| ] K L M N 0 P Q R s T
1] Variaveis de decisio.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.

Figura 51: Rota solucdo

Horizonte (5)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2021.
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De acordo com a solucdo apresentada pelo Solver a aeronave devera partir do
aeroporto de Goidnia em seguida ir para o Aeroporto Internacional de Confins — Tancredo
Neves, partir para o Aeroporto Internacional de Salvador — Deputado Luis Eduardo Magalhaes,
depois o Aeroporto Internacional do Recife/Guararapes — Gilberto Freyre, a proxima entrega
sera no Aeroporto Internacional Manaus — Eduardo Gomes, posteriormente serd no Aeroporto
Internacional de Porto Velho — Governador Jorge Teixeira de Oliveira, depois no Aeroporto
Internacional de Cuiabd — Marechal Rondon, por fim no Aeroporto Brigadeiro Lysias

Rodrigues antes de retornar ao Aeroporto Internacional de Goidnia — Santa Genoveva.

A rota solugdo dessa aplicacao ¢ caraterizada como a de menor tempo de voo, ou seja,
ao realizar as entregas por esta rota, a empresa terd o menor tempo de voo percorrido. Além
disso, consequentemente o custo com combustivel e demais gastos de locomog¢ao serd menor
do que as demais possibilidades de rotas. Devido a limitagao do Solver, a ferramenta aponta
apenas uma das possiveis solugdes para o problema, ou seja, pode haver mais de uma rota

solucao que configure em um tempo de 14 horas de 52 minutos de voo.

Apesar do problema apresentado ter como origem e destino a capital Goiania, a rota

solucdao também ¢ valida para as demais capitais compreendidas no problema.

Como retratado, a teoria dos grafos e a programacao linear tem potencial para auxiliar
na resolugcdo de problemas logisticos, em particular aéreos. Por meios destas teorias pode-se
determinar rotas a serem percorridas que configuram na de menor valor. Os valores a serem
considerados podem se referir a tempo de viagem, distancia ou at€é mesmo custos que geram

entre dois pontos. Com isso pode-se determinar uma rota que promova economia para empresa.
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CONSIDERACOES FINAIS

Por meio dos grafos pode-se analisar e compreender problemas compostos por um

conjunto de objetos a partir da relagdo existente entre tais conjuntos.

Dentro da Teoria dos Grafos existem alguns problemas que se destacam, em especial
o problema do caixeiro viajante. Por meio deste, problemas que envolvem rotas de entregas
podem ser enunciados, compreendidos e solucionados. Uma das formas de solugdo se baseia

na pesquisa operacional.

O trabalho apresentou uma proposta de resolugao de situagdes que se configuram em
um problema do caixeiro viajante. A partir da pesquisa operacional, em especial o campo da
programacao linear, definiu-se o método Simplex que ¢ a base para a resolucao dos problemas

apresentados.

Como aplicacdo, apresentou-se uma situacao que consiste na rota de entregas via aérea,
que foi solucionada pelo método Simplex por meio do Solver, ferramenta disponibilizada pelo

Excel.

O resultado obtido se baseia na determinagao da rota que acarreta o0 menor tempo de
voo percorrido nas entregas das capitais compreendidas no problema. Tal rota, além de
configurar o menor tempo de voo, consequentemente diminui os gastos para a empresa,

pertinentes a locomog¢ao, como gasolina.

A resolugdo, como mencionado, resultou da associagdo da teoria dos grafos com a
pesquisa operacional, pontuando assim ser favoravel na determinagdo de rotas em problemas

de processos logisticos, tanto no ambito aéreo quanto terrestre.

A jungdo das duas teorias mostrou ter grande potencial para a elucida¢ao de problemas
oriundos da logistica. Pode-se aplicar tal modelagem ndo somente em situagdes envolvendo
localidades, mas também na otimizacao de tempo dentro de processos internos de uma empresa,

por exemplo.

Para futuras pesquisas pretende-se aprofundar no ambito da teoria dos grafos,
especialmente com relagdo as condi¢des necessarias e suficientes para o grafo ser hamiltoniano.
Com relacdo a pesquisa operacional, explorar outros algoritmos para resolucdo de problemas

enunciados por grafos.
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