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RESUMO

A Geometria Diferencial é uma das areas de estudo de extrema importancia em matematica. Na
busca do objeto geométrico para desenvolvimento do trabalho destaca-se a Curva de Agnesi,
também chamada de "Bruxa de Agnesi". O objetivo principal € realizar um estudo da Curva
de Agnesi utilizando conceitos de calculo diferencial e integral. Utilizando-se da pesquisa
bibliografica de cunho qualitativo apresenta-se dados histdricos a respeito do surgimento da
Geometria Diferencial e em seguida uma breve histéria da matemaética italiana Maria Gaetana
Agnesi e a Curva de Agnesi. Faz-se a deducdo das equagdes cartesiana e paramétrica da Curva
de Agnesi. Apresenta-se as definicdes de curvas parametrizadas diferencidveis, vetores tangente
e normal, curvatura, circulo osculador e evoluta, fazendo aplicacdo destes conceitos na Curva
de Agnesi estruturando assim o estudo diferencial da Curva de Agnesi. Por tltimo realiza-se
uma andlise dos comportamentos destes, com auxilio do software GeoGebra para visualizacdo

gréfica.

Palavras-chave: Bruxa de Agnesi; Curvas parametrizadas; Circulo osculador; Curva de Agnesi;

Geometria Diferencial.
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INTRODUCAO

A Geometria Diferencial € tida como a terceira faze da construcao histérica da geometria,
sendo esta o estudo da geometria com as técnicas do cdlculo diferencial e integral. Trazendo
conceitos sobre curvas planas e se estendendo a superficies, tendo grande importancia em estudos
matematicos. Na busca do objeto geométrico para o desenvolvimento deste trabalho desta-se a

Curva de Agnesi também conhecida como "Bruxa de Agnesi".

Buscando aprimoramento intelectual e com a curiosidade sobre o estudo e comporta-
mento da Curva de Agnesi em relagdo aos conceitos referentes a curvas planas da Geometria
Diferencial como: vetores tangente e normal, curvatura, circulo osculador e evoluta de uma
curva plana. O presente trabalho utilizando-se das técnicas da pesquisa bibliogréfica de cunho
qualitativo; com o objetivo de realizar o estudo diferencial da Curva de Agnesi com 0s conceitos
da Geometria Diferencial, investigando a origem da Geometria Diferencial e seu idealizadores;
a origem da Curva de Agnesi, bem como sua constru¢do e equagdes cartesiana e paramétrica,
deduzindo-as a partir de sua constru¢do; investigando ainda os conceitos de curva parametrizada
diferencidvel, curva regular, vetores tangente e normal, curvatura, circulo osculador e evoluta, da

Geometria diferencial, aplicando tais conceitos a Curva de Agnesi.

Este trabalho est4 organizado em quatro capitulos, um apéndice e um anexo além das
consideracdes finais e referéncias bibliograficas, dos quais: No apresenta-se um breve
contexto histdrico da geometria até chegar ao conhecido hoje como Geometria Diferencial, que €
o estudo da geometria através dos métodos do calculo diferencial e integral. Tendo por referencia
autores como Boyer (2012}, Gorodski| (2002)), Eves| (2011) e Delbem! (2010), que trazem nomes
de alguns matematicos que tiveram grande influéncia no desenvolvimento da Geometria, em
especial a importancia de Euclides, Fermat, Descartes, Bolyai, Lobachevsky, Klein, Gaus e
Riemann, além de Leibniz e Newton com o desenvolvimento do célculo diferencial e integral,
dentre outros nomes importantes. Apresenta-se ainda uma breve historia da matematica italiana

Maria Gaetana Agnesi.

No apresenta-se a origem da Curva de Agnesi a qual, devido a um erro de
traducdo, ganhou o nome de "Bruxa de Agnesi"ou "Feiticeira de Agnesi". Apresenta-se também
a construcdo da curva de Agnesi e as deducdes das equagdes respectivamente cartesiana e
paramétrica da curva de Agnesi. Utilizando-se das relagdes de tridngulos do teorema de Pitdgoras
e manipulagdes algébricas. No [Capitulo 3| apresenta-se breves no¢des de geometria analitica
que podem ser encontrados em |Reis e Silva| (1984)) e calculo diferencial que pode-se encontrar
tanto em [Tenenblat (2008)), quanto em [Stewart (2016)), afim de introduzir os conceitos a cerca da
Geometria Diferencial de curvas planas, como defini¢des de curvas parametrizadas diferencidveis

e curvas parametrizadas regulares, vetores tangente e normal, referencial de Frenet, curvatura,
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circulo osculador e evoluta, de curvas planas.

No sdo aplicados os conceitos apresentados no [Capitulo 3|a curva de Agnesi.

Realizando, assim, o estudo diferencial da curva de Agnesi apresentando a equacdo paramétrica,

os vetores tangente e normal unitdrios, a curvatura, os circulos osculadores e a evoluta.

O trabalho conta com o auxilio do software Geogebra para visualizacao da construcao

gréifica e dos demais conceitos apresentados a respeito da cuva de Agnesi e da teoria envolvida.
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1 DOS PRIMORDIOS A BRUXA DE AG-
NESI

A medida com que o tempo passa a histéria vem sendo criada e com isso vdrias
mudangas ocorrem, um desses casos € a matemadtica e suas areas, tomando como exemplo a
geometria, podemos dividi-la em trés fases: a geometria antiga, usada por babilonios, egipcios de
forma pratica e estudada pelos gregos que a transformaram em uma ciéncia axioméatica dedutiva;
a geometria analitica, que € resultado da unido da geometria grega com a dlgebra desenvolvida
pelos hindus e arabes; e a Geometria Diferencial que resulta da unido da geometria analitica com
as técnicas do célculo diferencial e integral (DELBEM, [2010).

1.1  Breve Contexto Historico da Geometria

Segundo |Gorodskil (2002), embora Herddoto tenha escrito que a geometria nasceu no
Egito antigo, os registros mais antigos a respeito da geometria sdo da época dos babildnios
cerca de cinco mil anos atrds, motivados possivelmente por questdes praticas. Mas o estudo da
geometria em si € desenvolvida pelos gregos e embora Tales de Mileto (cerca de 600 anos antes
da era comum) seja considerado o “Pai da Geometria” o teorema que leva seu nome ja era de

conhecimento dos Sumérios (ou babilonios) por volta de dois mil anos antes.

Tales e a escola pitagorica fizeram importantes contribui¢des acerca do método dedutivo
em matematica, que posteriormente foram consumados devido o surgimento de “Os Elementos”
(Xtotyeta) por volta de 300 a.C. escrito por Euclides que segundo Boyer| (2012)) foi professor
do museu de Alexandria a convite de Ptolomeu I que foi general do exército de Alexandre o
grande. Embora ndo se saiba onde Euclides nasceu e nem se saiba de sua vida, a importancia de
Os Elementos € inquestiondvel, considerada uma das mais influentes obras da historia; dividido
em treze volumes Os Elementos apresenta um conjunto de defini¢des e axiomas (ou postulados) e
entdo proposicdes e teoremas sao provados a partir das defini¢cdes e axiomas, através de deducdes
l6gicas. Os primeiros seis livros tratam-se de geometria plana, os livros de 7 a 9 tratam de
teoria dos nimeros, o décimo sobre os incomensuraveis e do livro 11 ao 13 tratam de geometria
espacial por uma visdo planificada. Segundo [Boyer (2012) o primeiro livro comeg¢a com uma
lista de 23 definicdes e que se colocadas na formalidade atual algumas nao sao definidas, pois
ponto, reta e plano sdo entes primitivos; em seguida o livro 1 apresenta os famosos 5 postulados

e 5 nogdes comuns.

I. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
II. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
II1. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
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IV. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

V. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e
do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongados as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores de que dois
retos (EUCLIDES] [2009], p. 98).

Os Elementos foram copiados, recopiados e segundo |Boyer| (2012) com erros e vari-
acOes, mas diversas copias de Os Elementos chegaram aos dias atuais, e talvez nenhum livro
além da Biblia possa se gabar de ter varias edi¢des e nenhum em matemadtica teve influéncia
equiparada ao livro de Euclides. Entretanto, o postulado 5 (ou postulado das paralelas), tinha um
tom de teorema e como diz |Gorodski| (2002)) varios matematicos tentaram deduzi-lo dos demais
axiomas e portanto provad-lo com um teorema, mas isso s6 ocorreu cerca de dezoito séculos mais

tarde.

Surgindo entdo a geometria analitica ou geometria em coordenadas desenvolvida de
forma independente pelos franceses Pierre de Fermate René Descartes ['| Descartes, segundo
Boyer (2012), aplicou seu método de trabalhar geometria e escreveu “la Géométrie", que levou
a geometria analitica ao conhecimento de seus contemporaneos, e foi apresentada como um dos
apéndices do “Discours de la méthode". Rival de Descartes em capacidade matemadtica, como
afirma Boyer| (1996), Fermat apesar de ndo ser matematico e sim formado em direito, parece ter
tido tempo para se dedicar a matemaética e outras ciéncias, além de literatura classica; resultado
disso em 1629 Fermat fez descobertas importantes em matematica, o uso de coordenadas nao
veio da prética nem das representacdes medievais de fungdes e sim veio da aplicacdo da dlgebra
a problemas geométricos da antiguidade, no entanto, Fermat ndo publicava quase nada em toda

sua vida, mas sua geometria analitica era a mais proxima da atual.

Anos ap6s Fermat e Descartes, matemdticos continuaram tentando deduzir o 5* postu-
lado de Euclides através dos quatro outros postulados, dentre estes matemdticos esta o hiingaro
Janos Bolyai [’, o russo Nicolai Ivonovich Lobachevsky EI, o alemdo Felix Christian Kleinﬂ
e o italiano Georg Friedrich Bernhard Riemann E], como afirma [Santos| (2020), e também o
matematico Johann Carl Friedrich Gauss IZ] que manteve suas descobertas para si proprio como
afirma Boyer (2012), dado que Gauss ndo publicou nada a respeito e a tentativa de deduzir
0 5 postulado continuou. Lobachevsky em 1829 publicou “Sobre o Principio da Geometria”
onde deduziu uma estrutura harmoénica sem contradi¢des 1ogicas e segundo Gorodski| (2002))
a geometria de Lobachevsky ndo foi bem recebida; Janos Bolyai também chegou a mesma

descoberta que Lobachevsky e publicou "Ciéncia Absoluta do Espa¢o” como apéndice do livro

* 1607 - T 1665
* 1596 - T 1650
* 1802 - T 1860
* 1793 - T 1856
* 1849 - 1 1925
* 1826 - T 1866
* 1777 - 1855

~N N R W N~
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de seu pai, Farkas Bolyai ﬂ que era amigo de Gauss. Ja a reacdo de Gauss tanto a Janos Bolyai
quanto a Lobachevsky foi idéntica, com aprovacgdo sincera, porém sem apoio impresso, pois 0s
resultados ja ndo eram novidade para Gauss. E em 1871 Klein nomeia a geometria de Janos e
Lobachevsky como geometria hiperbdlica, além das demais geometrias que, segundo Santos

(2020), chamou de geometria parabdlica e geometria eliptica.

A Geometria Diferencial comec¢a com curvas e nocdes sobre retas tangentes que ja
eram encontradas desde Euclides. O alemao Gottfried Leibniz ﬂ e o inglés Isaac newton @
desenvolvem o célculo diferencial que, segundo Gorodski| (2002), permite o estudo de curvas e
superficies através das propriedades diferenciais. A curvatura de uma curva plana em um ponto
da mesma € a medida numérica de quando a curva se afasta de ser reta numa vizinhanga do ponto
ou seja € taxa de variagdo naquele ponto, na dire¢@o tangente a curva relativo ao comprimento do
arco, além de que o conceito de curvatura e circulo osculador j4 era de conhecimento de Newton
e Leibniz, entretanto o precursor do assunto tenha sido Christian Huygens E que ndo conhecia o
calculo, mas publicou em 1673 um trabalho sobre curvas planas, dando introducdo aos conceitos

de evoluta e involuta de uma curva.

Durante os séculos XVIII e XIX, desenvolve-se a teoria de curvas e superficies em um
espaco de trés dimensdes. Segundo Gorodski (2002) Leonhard Euler@ dominou a matemdtica
por maior parte do século XVIII, talvez sua maior contribui¢ao a Geometria Diferencial tenha
sido o estudo da curvatura de se¢des de uma superficie, embora seja curioso que nem ele nem
seus contemporaneos estudaram superficies representadas pelas coordenadas x,y,z em termos de
funcdes de duas varidveis, porém para dar esse passo foi necessario Gauss e outros como, Charles
Lupin E e Augustin Louis Cauchy E em “Lecons sur I’application du calcul infinitésimal a la
géométrie” publicado em 1826, nesta publicacdo € introduzido métodos sistematizando célculos
feitos por seus predecessores, refinando trabalhos sobre curvatura e tor¢ao, culminado nas
férmulas de Frenet-SerrelE além disso o trabalho de Cauchy finaliza o periodo da Geometria
Diferencial, apesar de suas técnicas serem belas, elas tiveram que dar espaco para o que viria a

seguir.

Gauss com seus trabalhos em teoria das superficies por volta de 1816 fez um levan-
tamento geodésico@ como afirma Delbem (2010), o trabalho tinha como objetivo medir a

distancia entre cidades e pontos de referéncia. Anteriormente Euler tinha visto que as coorde-

8 % 1775-1 1856

o *1646-11716

10" % 1643 - + 1727

1 % 1629 - T 1695

12 % 1707 - + 1783

13 %1784 -1 1873

4 %1789 - + 1857

15 As férmulas de Frenet-Serret, sio equagdes em funcio do vetor tangente e normal de curvas parametrizadas pelo
comprimento de arco, como se pode ver em [Tenenblat| (2008, p.43)

"Curvas Geodésicas sdo curvas na superficie com a propriedade que qualquer segmento suficientemente pequeno
€ o caminho mais curto entre os seus extremos"(GORODSKI, 2002)).

>
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nadas (x,y,z) podiam ser escritas como fung¢des de duas varidveis sendo elas u e v, no entanto,
quem utilizou essa representacdo foi Gauss, fazendo (x,y,z) fungdes de u e v ditas "Coordenadas
curvilineas", Gauss ainda introduziu a primeirﬂ e segundﬁ formas fundamentais e inspirado
em seus trabalhos sobre astronomia, ele introduziu ainda, segundo (Gorodski| (2002) a no¢ao de
“representacdo esférica" de uma superficie, denominada hoje de aplicagdo de Gauss. Segundo

Delbem (2010), os trabalhos de Gauss tiveram alguns seguidores, os quais destacam-se Pierre
Bonnet |’} Carl Jacobi [}, Ferdinand Mindig|~"| Gaspare Mainardi|[*“|e Delfino Codazzi

A geometria ndo euclidiana por vérios anos ficou 2 margem dos aspectos da matematica
até que foi finalmente integrada pela ideias de Riemann que era filho de pastor. Riemann foi
educado em condi¢des modestas no entanto, teve boa instru¢ao, sendo primeiro em Berlim e
depois em Gottingem, onde conseguiu seu doutorado com uma tese que falava sobre fungdes de
varidveis complexas e que nessa tese estdo hoje as chamadas equacgdes de Cauchy—Rieman
Tal tese trazia também o conceito de superficie de Riemann (BOYER. 2012).

Em uma conferéncia para os docentes da faculdade de filosofia de Gottingem, a fim de
receber um cargo, Riemann deu aos avaliadores trés possiveis assuntos a serem apresentados,
Gauss como chefe do departamento, escolheu o assunto para o qual Riemann ndo estava bem
preparado e tinha pouco conhecimento, porém em semanas Riemann preparou sua apresentacao
Uber die Hypotheses, welche der Geometrie zu Grunde liegen (“Sobre as hipéteses em que a Geo-
metria se baseia”), publicado postumamente, tema preferido de Gauss. Riemann ainda introduziu
nessa apresentacdo o conceito n — dimensional de pontos (x,x,X3,X4,. . .,X, ), generalizando
a ideia de superficie, em seguida introduz o que hoje é chamado de métrica Riemanniana, que
generaliza a entdo primeira forma fundamental. O trabalho de Riemann unificou as Geometrias
Euclidiana e nao Euclidiana, além de generaliza-las (DELBEM, 2010).

1.2 Maria Gaetana Agnesi

Maria Gaetana Agnesi nasceu em Mildo no ano de 1718, primogénita de 21
filhos que seu pai teve ao longo de trés casamentos. Agnesi se desenvolveu em muitas dreas do
conhecimento além da matemadtica a qual se destacava. Ainda crianga Agnesi dominava o latim,
grego, hebraico, francés, espanhol, alemao entre outras linguas. Aos nove anos de idade Agnesi

teve um discurso publicado em latim em que defendia o ensino superior para mulheres. Seu pai

17" "A primeira forma fundamental é relacionada ao comprimento de curvas em uma superficie, angulo entre os

vetores tangentes e drea de regides da superficie", ver (TENENBLAT] 2008, p.138).

"A segunda forma fundamental é relacionada com a curvatura das curvas de uma superficie", ver (TENENBLAT]

2008, p.138).

19 %1819 - 1892

20 % 1804 - T 1851

21 % 1806 - t 1885

22 % 1800 - T 1879

23 %1824 -1 1873

oy = Vy, Uy = —Vy, que uma funcdo analitica w = f (z) = u+iv, de varidvel complexa que z = x+ iy deve
satisfazer "(BOYER, [2012| p.366).

18
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era professor de matematica na Universidade de Bolonha e com prazer reunia alguns intelectuais
para ver Agnesi conversar com doutores sobre 0s assuntos que queriam em suas linguas maternas.
Aos vinte anos de idade Agnesi publicou “Propositiones Philosophicae” que continha cerca
de 190 ensaios em que se tratavam de matematica, nocdes de l6gica, hidromecanica, mecanica,
mecanica celeste, gravitacdo e também quimica, botanica, zoologia entre outros; estes ensaios
resultaram em diversas discussdes na casa de seu pai 2011).

Em 1748 aos trinta anos Agnesi publicou "Instituzioni Analitiche ”em dois volumes,
este trabalho constitui-se de um curso de matematica estruturado especificamente para jovens,
em que o primeiro volume se trata de aritmética, algebra, trigonometria, geometria analitica
e célculo; o segundo volume se tratava de equagdes diferenciais e séries infinitas, escrevendo
ambos os volumes em italiano, evitando assim o latim para que seu trabalho pudesse ser lido por
jovens. Em 1749 Agnesi foi nomeada membro honorério da Universidade de Bolonha pelo papa
Benedito XIV, no entanto, nunca lecionou na institui¢ao 201T).

Figura 1.1 — Maria Gaetana Agnsesi (Cole¢ao David Smith)

Fonte:

Angustiada com a notoriedade, Agnesi se entregou a uma vida reclusa em 1752. Apds a

morte de seu pai, Agnesi dedicou o restante de sua vida a obras de caridade e o estudo religioso,
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em 1771 se tornou diretora de uma instituicao benevolente em Mildo, onde permaneceu até sua
morte em 1799 aos oitenta e um anos de idade (EVES, [2011)).
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2 CONSTRUCAO E EQUACOES DA
CURVA DE AGNESI

Neste capitulo apresenta-se a construgﬁ e as deducdes das equacdes cartesiana e

paramétrica, respectivamente, da curva de Agnesi.

Embora Fermat nao tenha dado nome a curva hoje conhecida como “bruxa” ou “feiti-
ceira” certa vez se interessou pela mesma, mas foi em estudos de Guido Grandi EI que ganhou
nome de “versoria” que significa “corda de manobrar vela de embarcac¢ido” porém ndo se sabe o
motivo do nome. Quando Agnesi escreveu "Instituzioni Analitiche”, segundo Eves|(2011) ela
confundiu a palavra versoria de Grandi com "versiera” a qual posteriormente foi traduzido por
John Colson para o inglés, ele converteu versiera para “witch”(feiticeira) e assim a curva passou
a ser conhecida como “witch of Agnesi” (Feiticeira de Agnesi) entretanto, 0 nome mais comum
€ “curva de Agnesi". No entanto, outros autores dizem que a confusdo com a tradugdo veio por
John Colson que teria confundido versoria com versiera e traduzido erroneamente para o inglés
como ja dito.

Além disso a curva pode ser construida da seguinte maneira:

Considere uma circunferéncia de raio a e didmetro OK sobre o eixo y, onde
O € a origem do sistema de coordenadas. Seja OA uma secante varidvel por
O, sendo A sua intersec¢do com a tangente a circunferéncia por K se Q € a
segunda intersec¢do de OA com a circunferéncia, entfio a curva de Agnesi é o
lugar dos pontos P de intersecgdo das retas QP e AP, respectivamente paralelas
e perpendiculares, ao eixo x (EVES| 2011} p. 504).

ou como pode ser visto a seguir.

2.1 Construcao da Curva de Agnesi

99 9

Considere: (1) o ponto O a origem do plano cartesiano e ”c¢” uma circunferéncia de
didmetro OK = a, tal que OK estd sobre o eixo das ordenadas, conforme exposto na
(2) A reta OA secante a C por O, sendo A sua intersecdo com a reta tangente r a circunferéncia
por K. A segunda intersecdo de OA com C € D por onde passa uma reta s paralela a r; (3) a reta
h perpendicular a reta r passando pelo ponto A; (4) o ponto P(x,y) interse¢do da reta 4 com a
reta s. A curva de Agnesi é o lugar geométrico dos pontos P(x,y) a medida que se varia D sobre

a circunferéncia.

Ver Anexo|A| para construcio com auxilio do software GeoGebra
2 % 1672-11742
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Figura 2.1 — Constru¢ao da Curva de Agnesi

h

\Y

m
-

Fonte: Préprio autor. (2023)

2.2 Equacao Cartesiana

Nesta secao € feita a deducao da equacgdo cartesiana da Curva de Agnesi, utilizando
como referéncia a[Figura 2.1] relagdes de tridngulos e o teorema de Pitdgoras, como se segue.

Considere o ponto E pertencente ao segmento OK e defina ED = u. Note que KA = x
e EO =y # 0, onde x e y sdo as coordenadas do ponto P(x,y), como pode-se observar na
Assim por semelhanga de tridangulos tem-se que o tridngulo KDO ¢ retangulo, pois
"Se um triangulo inscrito numa semicircunferéncia tem um lado igual ao didmetro, entao ele é

tridangulo retdngulo (DOLCE; POMPEU, 2013 p.166)."

Figura 2.2 — Construcdo da Equacao Cartesiana

h
X
c
E il
§ K % D

a Segmento(aP)
Segmento(KD)
1 Segmento (KA) Segmento(DA)
Segmento (EQ) Segmento{OD)

| Segmento (ED) Segmenta(DF)

J Segmento(KE)

Fonte: Proprio autor. (2023)

Considerando os tridngulos AKED, AEDO e o Teorema de Pitdgoras tem-se:
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(1°) AKED:
KD’ =KE" +ED" = (a—y)* +u? @.1)
(2°) AEDO :

DO’ —=ED° +EO” = i* +? (2.2)

Utilizando o tridngulo AKDO e as Equagdes[2.1)e 2.2}

OK’ =KD’ + DO’
@ =[(a—y)* +u?]+[u’ +)?]
P =d® —2ay+y + 1 + 1+
a®=a>— 2ay + 2y2 + 2u?
—2ay+ 2y2 +2u> =0
—ay+y2+u2 =0 (2.3)
Para determinar o valor de u observe na que os tridngulos AKAO e AADP

sdo semelhantes, assim:

KA OK
ma_us_ xr _ 2 (2.4)
DP AP X—u a—y
Manipulando esta equacio obtém-se o valor de u:
(x—u)a=x(a—y)
oy Ma—y)
a
a
Xxa —xa—+xy
H—-——
a
u=" 2.5)
a

Logo substituindo [Equacao 2.5(em [Equacao 2.3t

2
(3 o5 -

2.2

X

Y —ay=0
a

2P 4d —ddy=0

M@ +a)y—a’]=0
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Logo, y =0 ou (x> +a?)y —a® = 0. Como y = 0 nio pode ser adotado pelas hipéteses, tem -se

que a equagao cartesiana da curva de Agnesi é

(¥’ +a?)y—a’ =0, (2.6)
ou ainda,
a3
= —. 2.7
y 2+ ) (2.7)
AFigura 2.3|exibe a curva de Agnesi, y = ﬁ No link <https://www.geogebra.org/

m/ecwrjxnc>, movimentando-se o valor do controle deslizante &, pode-se ver a movimentacao

do ponto P(X,Y) ao longo da curva.

Figura 2.3 — Curva de Agnesi

Fonte: Préprio autor. (2023)

2.3 Equacgdes Paramétricas

Nesta secao se deduz duas equagdes paramétricas, cujo traco € a curva de Agnesi.
A primeira serd utilizada posteriormente no estudo da curva de Agnesi, e a segunda equagdo

paramétrica € deduzida utilizando o parametro como sendo o angulo do triangulo AKOA.

2.3.1 1* Equacdo Paramétrica

Conhecida a equacgdo cartesiana da curva de Agnesi, tem-se que uma forma direta para

deduzir uma equagao paramétrica é considerar o parametro t como sendo a propria varidvel x.

. ~ . ~ 3
Desta forma, considerando a equag@o cartesiana, exposta na|[Equagao 2.7, x(¢t) =t e y(t) = (ﬂi—aZ)

Para aplicacdo no decorrer do trabalho utiliza-se a seguinte parametrizacdo da curva de
Agnesi:

23
o(t) = (x(t),y(r)) = (t, t2+—az) ,Vt € R. (2.8)

2.3.2 2*Equacdo Paramétrica

Para deduzir outra forma paramétrica observe a [Figura 2.4} construida como na
mas agora apresentando o pardmetro ¢ como angulo O do triangulo AKOA.


https://www.geogebra.org/m/ecwrjxnc
https://www.geogebra.org/m/ecwrjxnc
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Figura 2.4 — Constru¢ao da Equacdo Paramétrica

h

A

o =146

E

Segmento(AP)

Curva de Agnesi Segmento(KD) Parametro (1)
i Segmento (KA) Segmenta(DA)

Segmento (EQ) Segmeanto(0D)
Segmento (ED) Segmento(DP)
'

Segmento(KE)

Fonte: Préprio autor. (2023)

Considerando o tridngulo retingulo AOAB e o dngulo BOA como pardmetro, BOA =1,
tem-se que:

cotg(t) = AN a-cotg(t) = x.
a

Considerando x = a - cotg(t) e substituindo x na[Equacdo 2.7|tem-se:

a’ a’
Y= (a-cotg(t))2+a*  a®-cotg?(t)+a?
a’ B a’
a?-(cotg2(t)+1)  a®-(cossec?(t))
a 2
—————— —a-sen’(r).
cossec?(r) a-sen”(1)

Assim tem-se que x(t) = a-cotg(t) e y = a-sen’(¢):

a(t) = (a-cotg(t),a-sen’(1)), ¥t €]0, 7. (2.9)

Vale ressaltar que para o caso de se tomar o valor de a como raio da circunferéncia C,
as equagoes cartesiana e paramétrica tem respectivamente, as seguintes formas:

8a’

y:m, VaERtalquea>O.

(2.10)

a(t) = (2a-cotg(t),2a-sen*(t)), vt € 10, 7. (2.11)
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3 CONCEITOS DE GEOMETRIA DIFE-
RENCIAL

Neste capitulo enuncia-se conceitos a respeito da Geometria Diferencial de curvas
planas com o objetivo de estudar a curva de Agnesi. Utilizando como referéncia Stewart (2016),
"Tenenblat (2008) e |(Carmo| (20035), apresenta-se os conceitos e alguns resultados acerca de curvas
parametrizadas diferencidveis, como referencial de Frenet (vetores tangente e normal), curvatura,

circulo osculador e evoluta. Para isso, relembraremos de alguns conceitos.

Nocgoes de Geometria Analitica no Plano

De forma generalizada considere que R" = u = (x!,...,x"), com x" € R, é o espago

vetorial real onde u = Zizlxie,-, ei =(0,...,0,1,0,...,0) é ai-ésima coordenada. Defini-se produto

1

interno de u = (x!,...,x") e v= (x',...,x") por:

(u,v) = x'yl Xy

Considerando os vetores em R? tem-se que: seja u = (x1,y1) € v = (x2,y2) 0 nimero u-v =

x1x2 +y1y2 € dito produto interno de u e v ou escalar dos vetores u e v.

Dado um vetor x = (x,y) o médulo € dado por, 1/x? +y? ou seja:

v=(xy) = [[v] = Vx> +y%

Para se obter um vetor unitdrio basta que v # 0 e multiplicar pelo inverso de seu médulo, isto é:

1 v

Ve — = ——

vl vl

como pode ser visto com maiores detalhes em Reis e Silva (1984).

Nogoes de Célculo Diferencial no Plano

Uma funcéo vetorial & : I C R — R?, é uma aplicaciio que para cada ¢ € I associa
o(t) = (x(t),y(r)) € R, onde as fungdes x(¢),y(¢) : I — R sdo ditas fun¢des coordenadas de o.
Se f é fungdo real e @ e B sdo fungdes vetoriais definidas em 7, entdo a + B, f- &, (@, B), séo

definidas da forma usual, isto é, V¢ € [ :

(a+pB)t) = a)+p{)
(f-o)() = f()-a()
(o, B)(1) = (a(r),B(r)).
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Para maiores detalhes ver Tenenblat (2008, p. 13). A derivada o’ de uma funcéo vetorial a é

definida da mesma forma que para funcdes a valores reais:

a(t+h)—at) da o (1),

li _ X
a0 h dt

se o limite existir.

Teorema 3.1. Se (1) = (x(¢),y(t)) = x(¢)i+y(t)j, onde x,y sdo diferencidveis, entdo

o' (t) = (¥ (1),)' (1) =X ()i +)'(1) .

Demonstragdo.
o(t) = lim &0 =)

h—0 k

— Qi (G )~ (1) y(0)]
h—0 h

— i B (0 (k) ()
h—0 h

i A=) ) ()
=0 h o pso b

= (X(1),Y(1))-

Como pode-se ver em Stewart (2016, p.770).

De forma equivalente as funcdes reais, tem-se as regras de derivacido para fungdes

vetoriais como mostra o teorema a seguir:

Teorema 3.2. EISuponha o e B fungdes vetoriais diferencidveis e k um escalar e f uma fungcdo

real.
I G(a(n)+B(t) =o'(t)+p'(1)
2 Lk-at) =k o(t)

3 L(f(t)-at))=f'(t)-at)+f(t)-a(t), (Regra do produto)
4 fla(),B(t)) = o/ (1)-B(1) +a(t) - B'(r)
5 L(a(f(t)=f(t)-&(f(t)), (Regrada cadeia)

) , (Regra do quociente)

5 d (a(z)) _ B0l B

dt \ B(r) (B()

I (STEWART, 2016, p.771)
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3.1 Curvas parametrizadas diferenciaveis

Definicao 3.1. EI Uma curva parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicagdo diferencidvel
o suavdﬂ de um intervalo aberto I C R em R2. A varidvel t € I ¢ dita parametro da curva, e o

subconjunto de R* dos pontos ai(t) = (x(t),y(t)),t € I, é chamado trago da curva.

Exemplo 3.1. Seja o(t) = (t,t*> — 1), tal que t € I C R. como pode se observar na|Figura 3.1
para cada valor de t no intervalo aberto I a aplicacdo a(t) descreve o tragco de uma curva

parametrizada diferencidvel.

Figura 3.1 — Pardbola, o(t) = (t,t*> — 1)

Nl

Fonte: Préprio autor. (2023)

Observacio 1. Para uma curva dada por o : 1 — R?, definida por a(t) = (t, f(¢)) onde f :1 — R

é uma fungdo diferencidvel, o traco de a é igual a representacdo grdfica de f.

Definicao 3.2. |Z_fl Uma curva parametrizada diferencidvel, o, : I — R?, é dita regular quando
Viel, a(r) = (¥ (0),5/(1) #0.

3.2 Referencial de Frenet

3.2.1 Vetor Tangente

Definicao 3.3. E]Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel, que para cadat € I,
associa a(t) = (x(¢),y(t)). O vetor o/(t) = (¥'(¢),y'(t)) é dito vetor tangente a o em t.

Dada o (t) = (x(¢),y(¢)),t € I, uma curva regular, defini-se o vetor tangente unitdrio

T (t) por:
ol (t (¢ (1
T(t): /( ) — x( ) , y( ) . (3'1)
l’ON A\ VE0)>+ ()2 V& (1) + (1))
2 [Tenenblat (2008, p.28).
3 Uma parametrizagio o(¢) é dita suave em um intervalo I C R, se &'(t) for continua, diferente de 0.
4 ITenenblat| (2008, p. 34).
5

Tenenblat (2008 p. 32).
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A [Figura 3.2|exibe o vetor tangente unitério da curva descrita acima «(¢) = (¢,> — 1) também

em ¢t = 1, cujo Vetor tangente unitéario é 7'(r) = (

1 2t
V144127 /14412 )-

Figura 3.2 — Vetor tangente unitdrio, 7(¢) = (

Fonte:Préprio autor. (2023).

3.2.2 Vetor Normal

Observe que como || T()]| = 1, V¢ € I, segue que T"(t) é ortogonal a T(t),. De fato,
(T(s),T(s)) = T @)
(T(s),T(s)) = 1.
Pelo item 4 do Teorema [3.2], tem-se:
(T'(5),T(s)) +(T(s),T'(s)) =0
2(T'(s),T(s)) =0

(T'(s),T(s)) =0.

Assim defini-se o vetor normal unitario:

Definicéo 3.4. ﬁDada o(t) = (x(2),y(t)), t €1, defini-se o vetor normal unitdrio N(t), ortogonal
aT(t), por:
T'(t)

NO= T

6 Stewart (2016).
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Sabendo que N(t) e T(¢) sdo ortogonais, aplicando uma rotacdo R em 7 (¢) de um

angulo 6 = 7 tem-se que:

N(t)=R-T(1)
N() = C?S(G) —sin(0) _ xr(t)
sin(@)  cos(0) yr(t)
cos(%) —sin(%) 4O
2 2

‘ ‘ (40l
V()
Ha @l

(Y X (1)
N = (na()n ||a<>||>‘

Logo obtém-se duas formas para se encontrar o vetor normal de uma curva @ em ¢:

')
- || JOl!

IIOC @l

T'(t)
1T (@)

N(t) =

v (- y’(t) ’ x’(t) )
" ( VEOP+00)? VE O+ 0P

A [Figura 3.3|exibe o vetor normal unitério da curva o(t) = (t,t> — 1) em t = 1:

(3.2)

2t 1
N = (_ V144121 —|—4t2) '

Figura 3.3 — Vetor Normal unitério, N(r) = <— 21 )

o

Fonte:Préprio autor. (2023).

A base {T(s),N(s)} é o referencial de Frenetm de uma curva o(s).

7 Ver Delgado e Frensel (2017, p.14-15).
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3.3 Curvatura
Sejam « : I — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arcoﬂ e T(s)
e N(s) vetores unitdrios tangente e normal, respectivamente.

Sendo N(s) ortogonal a T'(s), segue que T’ (s) é proporcional a N(s), isto &,

onde K (s) é o fator proporcionalidade, chamado curvaturcﬂ deaemscl.

Como T'(s) = K(s)-N(s) e [[N(s)|| = 1, tem-se que:
(K(s)-N(s),N(s)) = (T'(s),N(s))

K(s)-(N(s),N(s)) = (T'(s),N(s))
K(s)=(T'(s),N(s)).

Dada uma curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco, definida por ()
tem-se que o médulo da curvatura, |K(s)||, indica a velocidade com que os vetores tangentes

mudam de direcao.

Para curvas ndo parametrizadas pelo comprimento de arco, pode-se obter a curvatura de

o(t), como mostra a Proposi¢do m

Proposicao 1. Seja o(t) = (x(t),y(t)),t € I, uma curva regular. Entdo,

../ I\,

— X"y +XxXy

K(t) = -
T

3.4 Circulo osculador e Evoluta

O Plano determinado pelos vetores T'(¢) e N(¢) é chamado "Plano osculador"de uma
curva ¢(f) num ponto P, o nome vem do latim "osculum", que significa "beijo". Para uma curva

plana o plano osculador € o plano que contém a curva.

Definicio 3.5. || Chama-se circulo osculador o circulo contido no plano osculador de o (t) em
um ponto P, que tem a mesma tangente que 0.(t) em P, centro C(t) na mesma diregcdo de N(t) e

tem raio,p igual ao inverso da curvatura K(t):

1
P = RET

Uma curva parametrizada pelo comprimento de arco € uma curva que para cada unidade de variacido do parimetro
a aplicacéio o descreve uma curva com comprimento igual a uma unidade, isto é, para cadat € I, o(¢), varia o
mesmo valor de 7. Toda curva parametrizada diferencidvel pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco.
(TENENBLAT] [2008).

como pode-se ver em [Tenenblat| (2008, p.45).

A demonstracdo estd disponivel em |Tenenblat (2008, p.46), e também em |Alencar e Santos| (2013 p.39-40).

I ITenenblat| (2008)).

9
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O circulo osculador € o circulo que descreve como () se comporta perto de P ou seja
quanto maior a curvatura, mais proximo fica o centro de curvatura da propria curva e quanto
menor a curvatura mais distante fica o centro de curvatura em relagdo a curva. Assim defini-se o

centro de curvatura como o ponto C(t) = (x¢,yc), centro do circulo osculador. Assim:

(xeoe) — (1), ¥(1)) = ﬁ N()
Ct)=at)+ X0 -N(t). (3.3)

As|Figura 3.4a| [Figura 3.4b|e |Figura 3.5|exibem um centro de curvatura, um circulo

osculador e a evoluta, respectivamente, da curva o(t) = (¢, — 1).

Figura 3.4 — Centro de Curvatura e Circulo Osculador de uma curva

(a) Centro de Curvatura (b) Circulo Osculador

Fonte:Préprio autor. (2023).

Definicao 3.6. E O centro de curvatura descreve uma curva § chamada de evoluta da curva «.

As retas tangentes de { sdo ortogonais a curva o, [Figura 3.5, a medida que o pardmetro
varia.

Figura 3.5 — Evoluta({) de uma curva o.

Curva (at)

e
Evoluta (D

Fonte:Préprio autor. (2023).

12" Tenenblat| (2008).
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4 ESTUDO DIFERENCIAL DA CURVA
DE AGNESI

Construiu-se no |Capitulo 2| as equacdes paramétricas da curva de Agnesi. Para o
desenvolvimento desse Capitulo, afim de aplicar os conceito exibidos no |Capitulo 3| com mais

simplicidade, escolheu-se a parametrizagdo dada na[Equacdo 4.1|que descreve a Curva de Agnesi.
Considerou-se, na|Equacao 4.1] o valor de a = 1. Assim,

1

Figura 4.1 — Curva de Agnesi, forma paramétrica

I:I Curvatura da cuva de Agnesi |:| Equagdo cartesiana da curva de Agnesi
I:I Centro de Curvatura(C) da curva de Agnesi | Equagdo paramétrica da curva de Agnesi
D Circulo osculador(c) da curva de Agnesi D ‘Wetor tangente unitario da curva de Agnesi
|:| Evaluta(Z) da curva de Agnesi I:I Vetor normal da curva de Agnesi

I:I Ponto (P) sobre a curva de Agnesi I:I Parametro (t)

Fonte: Proprio autor.(2023).

4.1 Vetores tangente e normal

Como definido no|Capitulo 3| o vetor tangente (Defini¢do , ¢ a derivada de a(t), ou
seja, a’(t) = (X' (¢),y'(¢)). Aplicado a equagdo paramétrica [Equacdo 4.1|tem-se:
_d 1
al(t) = a (f, m)
d -1
La @)
) 4.2)
2
= (L=(+1) 7 2)
_ 2t
= (-7

que é o vetor tangente a curva o(t).
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Para obter o vetor normal deve-se primeiro ajustar o vetor tangente para que ele fique

na forma unitdria e para isso precisa-se do valor absoluto ou médulo do vetor, veja:

2
01 =2+ (~ s )

@) =14 @3)
= 2+ 1) :
e assim pode-se obter o vetor tangente unitdrioFigura 4.2] dividindo o vetor tangente pelo
modulo do mesmo, como se pode ver a seguir:

__ 2t
() = %) _ ! (2417 (44)
fo(0)] [ T |
(2+1)4 (P41)4
note que :
s
xr(t) = ——  yr(t) = =
+ 4,2 4 4t2
(214 (214
_ 1 - x 1
4242414 (r+1)? 1 a2
TR +<12+1)4
_ /ey I TR (4.5)
(241 (F2+1)% ¢ﬁ%&gi
(t2+1)
. (2+1)4 (P41
= Va@Eay (D) a2 (i)
_ (241 | S
424 (2 11)* A2+ (24 1)*
portanto
2, 1\2
t“+1 2t
() = [ 4.6)

VAT (D) i (21 1)

Figura 4.2 — Vetor tangente unitdrio da curva de Agnesi

/ P yTL
L'

Curvatura da curva de Agnesi D Equagdo cartesiana da curva de Agnesi
Centro de Curvatura(C) da curva de Agnesi ] Equagdo paramétrica da curva de Agnesi
Circulo osculador(e) da curva de Agnesi Wetor tangente unitario da curva de Agnesi
Evoluta(D da curva de Agnesi D Wetor normal da curva de Agnesi

\/ Fonto (F) sobre a curva de Agnesi D Parametro (t)

KOO0

Fonte: Proprio autor.(2023).
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Dado que o vetor normal unitdrio N(z), Definicdo a curva o(t), é ortogonal

ao vetor tangente unitdrio assim como mostrado na [subsec¢ao 3.2.2] tem-se que

N(it)= (- y'(1) X' (1) logo tem-se que o vetor normal da curva de Ag-

VO 0)+0/(1))27 /(& ()24 (1))
nesi, [Figura 4.3| € dado por:

2t
(12+1)2
N(t 4.7
( ) \/1 4¢2 \/1 412 ( )
+1)* (+1)%
De maneira andloga, a[Equacdo 4.5| pode-se simplificar o vetor N(t), obtendo:
2t 2 +1)?
N(t) = (+1) 4.8)

VA + (214 42+ (2 1)

No link <https://www.geogebra.org/m/htdsctjd>, ao movimentar o pardmetro ¢, € possivel
observar o comportamento dos vetores tangente e normal ao longo da curva de Agnesi (nas
caixas de selecdo, selecione apenas: "Equacdo paramétrica da curva de Agnesi"; o "Ponto (P)

sobre a cuva de Agnesi"; o "Vetor tangente unitario da curva de Agnesi"e o "Vetor normal da

curva de Agnesi"). Conforme

Figura 4.3 — Vetor normal unitdrio da curva de Agnesi

P yTu
a

I:I Curvatura da curva de Agnesi D Eguagdo cartesiana da curva de Agnesi
I:I Centro de Curvatura(C) da curva de Agnesi ] Equagdo parameétrica da curva de Agnesi
I:I Circulo osculador(c) da curva de Agnesi Wetor tangente unitario da curva de Agnesi
I:I Evoluta(d da cuva de Agnesi Wetor normal da curva de Agnesi

Fonto (P) sobre a curva de Agnesi ] D Parametro ()

Fonte: Préprio autor. (2023).

Observagio: no demonstra-se a equagio que descreve o vetor normal em
cada ponto 7 utilizando diretamente a Defini¢do[3.4]

4.2 Curvatura

Considerando a proporcionalidade relacionada aos vetores 7'(¢) e N(t), denominada

curvatura K (¢) da curva «(t), tem-se , pela Proposicdo (1} que:

/s I\,

X"y +xy .
()24 (7))

K(t) =


https://www.geogebra.org/m/htdsctjd
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Como em «(¢) a abcissa corresponde a

é xX'(t) = 0. A ordenada de a(r) corresponde a

(

segunda derivada é:

d

') = &

2.

_2.

—2(—

x(t) =1, tem-se X' (1) = 1 e a segunda derivada
¥() = 7z = -

(£241) (f2+1)?

(t2+1)2>
(P+1)2—de (24 1)t
((FP+1)%)?

(24+1)-((12+1)—41%)
(2+1)*

—(32—1)-(2+1)
(r2+1)4

32 41)

€

e sua derivada é y' ()

2t

(f2+1)3

Consequentemente a curvatura € dada por:

0+ =2

(
(1+

K(t)

42

(2+1)4

(=3241)
2=

1)3

k

2(=3r241)

42 . 4
(1+ (z2+1)4) I+ (2+1)%

—2(~32+1)

RS

424 (24+1)4

(4.9)

(

(t2+1)

7

>.\/412+(12+1)4

(12 +1)2

—2(=312+1)

(t2_

2+

—2(=3r>41)

1)3

(4r2+(2+21)%)3

1)6
(2 41)°

(12+1)3

—2(=312+1)-(?+1)3

V(@24 (1241)4)3

V(@242 +1)4)3

Por defini¢do ||K(¢)||, mede a velocidade com que os vetores tangentes a curva o(z) mudam de
diregdo. A exibe a curva de Agnesi e a curva descrita pela fungio curvatura.

Figura 4.4 — Representacdo geométrica da curvatura da curva de Agnesi

——

o

\

7

Curvatura da curva de Agnesi \ ;! D Equacdo cartesiana da curva de Agnesi
D Centro de Curvatura(C) da curva de Agnesi \\ /: Equag&o parametrica da curva de Agnesi
I:I Circulo osculador(c) da curva de Agnesi \ / I:I Vetor tangente unitario da curva de Agnesi
I:I Evoluta(?) da curva de Agnesi v/ D Vetor normal da curva de Agnesi

I:I Ponto (P) sobre a curva de Agnesi

I:I Parametro (f)

Fonte: Préprio autor. (2023).
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4.3 Circulo osculador

Dado centro e raio € possivel descrever uma circunferéncia, chamada de Circulo os-

culador, Defini¢ad3.5] cujo o raio, p(¢) € o inverso do médulo da Curvatura da curva o(r)

_ 1 _ 1
PU) = RO~ T
(4r24(2+1)%)3
(4.10)
_ 1 42+ (2411
p(t) - K@) — ‘ —2(=31241)(12+1)3
O centro da circunferéncia € obtido pela férmula:
C(t)=a(r)+ ! N(1)
- K(t)
Substituindo os dados das expressdes acima obtém-se a seguinte expressao:
3 2t
_ 1 @r+@+)h2 [ @22 1
C(t) - <t’ 12+1> + —2(=312+1)-(2+1)3 \/1+ a2 \/le 42
(2+1)4 (24+1)4 4.11)
_ —2 1 1
() = <t+ ) @) ) T —2(—312+1)-(t2+1)>

Assim, para qualquer ¢ € I C R por meio das expressdes p(z) [Equacgdo 4.10(e C(t)

Equacao 4.11] € possivel descrever o Circulo osculador percorrendo a curva de Agnesi, uma vez

da esquerda para direita.

No link <https://www.geogebra.org/m/htdsctjd>, ao movimentar o parametro t, é possi-
vel observar o comportamento dos centros de curvatura e dos circulos osculadores associados a

curva de Agnesi, como exposto na|Figura 4.

Figura 4.5 — Circulo osculador da curva de Agnesi

/«ﬁ
PN

| ®
C

Fonte:Préprio autor. (2023).
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Note que o centro de curvatura da curva de Agnesi, estd na dire¢cdo do vetor normal
unitdrio. Quanto maior a curvatura, mais proximo fica o centro de curvatura da prépria curva de
Agnesi e quanto menor a curvatura mais distante fica o centro de curvatura em relacdo a curva.
Note, ainda, que a medida que a curvatura cresce o raio do circulo osculador diminui e de forma
andloga quando a curvatura tende a ser pequena o circulo osculador tende a ter raio muito grande.
Observe, também, que o circulo osculador e a curva de Agnesi compartilham o ponto P, dito

intersecgﬁo da curva com o circulo e os mesmos vetores tangentes neste ponto.

4.3.1 Evoluta

Como dito no [Capitulo 3|nase¢do 3.4} o centro de curvatura descreve uma curva § cuja

as retas tangentes sao ortogonais a curva o, esta curva é¢ chamada de evoluta de «, gerada pelo
lugar geométrico do centro de curvatura como pode-se ver na[Figura 4.6| a seguir:

Figura 4.6 — Evoluta da curva de Agnesi

— Cuva de Agnesi (a)

Evoluta (D)

~

—

-
. Curvatura da cund de Agnesi

Centrfuﬁ@vatula(c) da curva de Agnesi
S

! Circulo osculador(c) da curva de Agnesi

Evoluta (D) da curva de Agnesi

Ponta (P) sobre a curva de Agnesi

Equagdo paramétrica da curva de Agnesi

Equagdo cartesiana da curva de Agnesi

Wetor tangente unitario da curva de Agnesi

Wetor normal da curva de Agnesi
D Parametro if)

Fonte:Proprio autor. (2023).
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CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer do trabalho foi visto um breve contexto historico relativo a geometria e
seu percurso até o conhecido como Geometria Diferencial, apresentando nomes importantes
de seu desenvolvimento como Gauss e Riemann, dentre outros. Viu-se ainda sobre a origem e
histéria de Maria Gaetana Agnesi e sua importancia na matemadtica, além da origem da curva
que carrega seu nome que embora por erro de tradu¢ao ganhou nome de bruxa ou feiticeira. A

partir da construg@o da curva foram obtidas as equagdes cartesiana e paramétrica.

Viu-se também a teoria referente a Geometria Diferencial para curvas planas, apresen-
tando defini¢des como a de curva parametrizada e curva parametrizada regular, além de vetores
tangente e normal unitdrios, o referencial de Frenet, e ainda defini¢do de curvatura de uma curva
que ndo esteja parametrizada por comprimento de arco. Viu-se também como encontrar o centro
de curvatura e circulo osculador, além de encontrar a evoluta de uma curva parametrizada regular,

sendo a evoluta o lugar geométrico do eixo de curvatura.

Foi deduzida uma forma paramétrica utilizada no afim de simplificar alguns
célculos, utilizando o "x"como o préprio parametro "t"e fazendo "y" igual a equacgdo cartesiana
ﬁ, viu-se os resultados obtidos através da teoria apresentada, os vetores tangente € normal
da curva de Agnesi, além de sua curvatura e como se comporta seu centro de curvatura, circulo

osculador e evoluta.

Apesar do trabalho dar énfase a curva de Agnesi, os conceitos vistos podem ser aplicados
a outras curvas planas. Além disso, tais conceitos podem ser aprofundados, possibilitando o
estudo de curvas no espaco. Pode-se estudar conceitos como vetor binormal, tor¢do e sélido de

revolugdo.
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APENDICE A — VETOR NORMAL
UNITARIO PELA DEFINICAO

Calculando o vetor normal unitario a curva a(t) = (t, ﬁ) utilizando a Defini¢do

tem-se:

note que x.(¢) = <

(7)

Ha)f%t) ) eyT( )= (

N(t) =

(t)
||T/ t

0=(

(]
dt ( 4t2+ t2+1 4)

o (0]

Xy
17" @)1 ||T’ ||)
> calculando x7.(¢), 7, (t) e || T(2)]|

se que:

2
l‘ +1
2\/ (12_;'_1)4 (4t2+ t2+l )

424 (241)4

1 EEDH @D - S @ (DD (P!
) (12_;'_1)4 (4[2+(12+1)4)2
4242 41)4
1 (@ 41) 20) (4P 1)) — (844 (2 +1) (20)) (P + 1))
’ (12 4+1)4 (4f2+(12+1)4)2
42412414
1 C(Be(P+ 1)) (A2 (P4 1)) — (8+81(12+1)%) (1> +1)4)
5 [t (412 (12 +1)%)2
424 (1241)4
1 3203 (P 1)3 -8 (24 1)*
) (2 +1)4 (4t2+(12+1)4)2
424 (241)4

A2+ 3263 (12 41)3 -8t (2 +1)*

22412 (424 (2+1)%)?
< 4t2+(t2+l)4> (3263 (+1)3=8e (2 +1)*)

2(24-1)2(424-(124+1)4)2

( 4:2+(r2+1)4> (32!3(t2+

1)3—8t(z2+1)4)

Va2 1)t

2(2+1)2 (42 +(2+1)%)2

42241yt

3203 (12 41)3—81(12+1)*

1

2(2+1)2 (424 (12+1)%)2
(2 +1)3(3263 8¢ (> +1

A (1)

)
22412 (424 (12 +1)4) 3

)
)2
(£241)3(3263 813 —81)
2(2+1)2 ( 12+(z2+1)
) (8

BIW))

*)
(2+1)3(8(483 —1* 1))
)

3
2(r2+1)? (4t2+(l2+1) 2

4
(£24-1)3(8¢(312—1))
4

224+ 1)2 (412412 +1
‘ 8(t2)+(1 )Z3~t(gt2 1)) :

BIW))

2(r2+1)2 (4424 (2 +1 )4)%
4t(241) (32— 1)

@2+ (2+1)4)2
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APENDICE A. Vetor normal unitdrio pela Definicdo

d
dt

n
4t2+(t2+1>4)
2 %(t)( 4t2+(t2+1)4)*%( 4t2+(t2+1)4>(t)

( 4z2+(z2+1)4)2

(Varr+F) -4 ( 4z2+(t2+1)4)71(8t+8t(t2+1)3)(t)

, 424 (r2+1)*
4t2+(t2+1)4> | S
— (848t (t+1 t
\/4t2+(t2+1)4 2( 4t2+(t2+1)4> ( ( o

42+(12+1)*
2
( 4t2+(12+1)4) — (42441212 +1)3)

422414

424 (2 +1)4
(42 4+(2+1)*—42—412 (2 +1)%) ]
Va2 1) 412+ (1241)*

(P41 =4 (P 41)3

(V@@ +1)%7)

C(PHDA((P+1)2 -4 (1))

(V@ +2r093)

(P12 (22 =42 (P4 1))

(V@ @+1y)
(P24 1)2 (1420211 —4r* —412)

(Vars@)

(412 (= (3422 1))

(Var+@+17)

(P41 (= (33212 —1))

(Vi)

C(PH1)2(= (32 =1) (1))
1

V(@224 1)%)3

7. (- (t2+1) (312—1))
3

V22143 )

2(2241)3 (32— 1)
(424 (241)4)3

logo a derivada de T (), aplicando as regras do quociente e da cadeia, é:

T'(t) = (

4e(2 +1)(3t> — 1) 2(22+1)3(3> - 1)
@24+ (2 + D)% @2+ (24 1)%)3

(A.1)
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assim o médulo de T'(¢) é || T ()| = \/(x’T, (1))%, (¥} (1))?, ou seja:

T (w)ﬁ w)z
@2+(2+1)4)2 (422 +1)4)2
1662(r2+1)2(32—1)2 | 4(t 2+1) (3r2—1)2
3

(42+(2+1)%)3 +(2+1)%)

(412
(16:2(£241)%(3r2—1)2)+(4(12+1)°(3r2—1)?)
(42 (1))

| I
-

(A.2)
i (3:2—1)2(16¢2(£24+1)244(12+1)%)
- (42 +(12+1)%)3
_ (32—1)2(4(2+1)2(42+(12+1)%))
- (42+(12+1)%)3
412 (32=1)?
2(2+1)(312—1)
424124 1)4
1 _ T'(@) .
ogo fazendo N(t) = T tem-se que:
4(2+1)(32—1)  2(2+1)3(3:2—1)
N() = T'(r) _ URHR4DYT (42424 1))
| T(2)| 2(£241)(312—1) 7 2(2+1)(3t2—1)
412+ (241)* 412+ (124+1)*
simplificando os termos tem-se:
2t 241
N(t) = +1)
VAR + (2 1) 42+ (2 1)
e multiplicado abcissa e ordenada de N(¢) [Figura 4.3| tanto em cima quanto em baixo por m
e utilizando as propriedades de radiciagdo tem-se que:
2
N = [ - (A.3)

4¢2 472
\/+z2+1 \/1 (2+1)*

que é vetor normal unitdrio da curva a(t), em algum ¢ pertencente ao intervalo I C R e observe

ainda que o resultado obtido corresponde a N () = | — NG /(t)y) /2(:3( T /(t;)lz(z( /(t))2) :
X y X y






Anexos






57

ANEXO A — CONSTRUCAO DA CURVA
DE AGNESI, UTILIZANDO O SOFTWARE
GEOGEBRA

Para construir a Curva de Agnesi utilizando o Software Geogebra deve-se seguir uma

série de passos como sdo descritos a seguir.

e Criar um controle deslizante nomeando de (7) por exemplo, em seguida ajustar o

parametro com minimo em 0 e maximo em 10 com incremento de 0.0001.

Figura A.1 — Controle deslizante ¢

EE

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

Rl Al QIO 4 N

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo

. Nome
@® Nimero

O Angulo :
Qinteiro [ pleatsrio (Fe)

Intervalo  Controle Deslizante  Animagio

min: 0 max |10 Incremento: |0.00001

OK Cancelar

“ho o 5 5

Fonte: Préprio autor.(2023).

e Criar o centro da circunferéncia na caixa de Entrada: utilizando o seguinte co-
mando A = (0,7) em seguida clique em Enter, para criar a circunferéncia utiliza o comando

Circulo dados centro e raio e clicando sobre o ponto A abrird uma caixa onde deve-se selecionar

o controle deslizante ¢

Figura A.2 — Criando a Circunferéncia

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femramentas Janela Ajuda

Y I olllls=
Al D el =
> Janela de Algebra 2 X[~
® t=1
® A-(0,1)

=
2/

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Raio
I} a

3 OK Cancelar

Circulo: Centro & Raio

Compasso

O eC

Circulo definido por Trés Pontos

~

~ .
(" semicirculo

s

\ Arco Circular A
ol
s

) Arco Circuncircular

(a) Comando Circunferéncia dados centro e Raio (b) Raio da Circunferéncia

Fonte:Préprio autor. (2023).
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Figura A.3 — Circunferéncia

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

'A//.“r’ @ @ é. X ii, ‘%’

» Janela de Visualizagdo
® t=1 121

® A=(0,1)

® cx+ly-1P=1

» Janela de Algebra

O

Fonte:Proprio autor. (2023).

e Utilizando também o comando Ponto em Objeto e clicar sobre a circunferéncia, na

intersec¢do com o eixo das abcissas.

Figura A.4 — Ponto sobre a Circunferéncia

Arguive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

A SN
| S S el P SO R
de Visualizacio
o™ | Ponto =
Tl
<A\ Ponto em Objeto (el
= 3
‘,/ Vincular / Desvincular Ponto
>( Intersecdo de Dois Objetos
- c
- Ponto Médio ou Centro
A
e
oZ | MNumero Complexo
N Otimizacio
f *} Raizes 7 o = B I
I

Fonte:Préprio autor. (2023).

e Crie un segundo controle deslizante agora para se obter um angulo & variando entre

0°e 360°, com incremento de 0.001. Em seguida criar um angulo com amplitude fixa e em

seguida clique respectivamente nos pontos B e A. na caixa que se abrir deve-se trocar o valor do

Angulo para o valor & para que se possa movimentar a curva o ponto B’ sobre a Circunferéncia.

Figura A.5 — Criando o ponto que se move sobre a Circunferéncia

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda
‘ NN cls m NEE
A " I.\ @ O & Y a=? » Janela de Algebra % |+ Janeia ae Visualizagio
| b ] [ i ° :10 ) i
E ' / T gDl Tl Nl T ‘%' 55;51(;,”;1 -
B=(0,0) T 3
v Janela de Algebra % | > Janela de Visu :  asae ®
T 4’0‘ Angulo
0 t=05 i=05
® A=(0,05) ' : E
0 cx+ly-058=025 @‘ ' Q Angulo com Amplitude Fixa i = g
® B=(0,0) i [Ep—
e ‘ o . , O sentido horério ‘ : 5 ‘
B'=(D5,0.48) / Distancia, Comprimento ou Perimetro ok | [ Cancelar
A mmn T
(a) Comando Angulo com amplitude fixa (b) Comando para movimentar o angulo

Fonte:Proprio autor. (2023).
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e Criar uma intersecdo de objetos e clicar sobre a Circunferéncia na interse¢do com o

eixo das ordenadas, criando assim o ponto C.

Figura A.6 — Comando Intersecio de Objetos

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

M 4'.«\’, @ @ ‘Q.".: =2 ‘%‘

de Visualizagao

Ponto
(A5 Ponto em Objeto P

vincular / Desvincular Ponte

Interseciio de Dois Objetos

Ponto Médio ou Centro

Mimero Complexo

Otimizacao

= = i

Raizes

Fonte:Préprio autor. (2023).

e Criar uma reta entre os pontos B e B'. Em seguida criar uma reta perpendicular
clicando no comando reta perpendicular e clique sobre o eixo das ordenadas e arraste até o ponto
C.

Figura A.7 — Comando para ciar retas

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda /

b

poErEeERNER e

_ Reta Perpendicular

» Janela de Alf / fo {
Reta

: e SF=0.4 Reta Paralela

° Segmento e

™ Wediatriz

. Segmento com Comprimento Fixo =)

[

°

L4 Semirreta 5y =0

. Reta Tangente

<
L Bissetiz
re:
AY,

', Caminno Poligenal
Reta Polar ou Diametral

- o L Reta de R oL
-f'?’ Vetor a Partir de um Fonto :j) = ’
‘ = iy ) i n‘ T C,,! Lugar Geométrico
(a) Comando Reta (b) Comando reta perpendicular

Fonte:Préprio autor. (2023).

e Criar ponto D de intersec@o de dois objetos e clicar na intersecdo da reta que passa

pelos pontos B e B’ e a reta que passa pelo ponto C.

Figura A.8 — Comando para criar o ponto D

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

SER N ENEE

> de Visualizago
Ponto
[ -
=1
° -
® A\ Ponto em Objeto PP
b4 =60 o
L Vincular / Desvincular Ponto ®
°
°
® Intersecdo de Dois Objetos &
°
L _ Ponto Médio ou Centro 5
A E
Z] Wh -
oZ  Nimero Complexo [l ao
N Otimizacio
=
f\; Romes 3 B g T B

Fonte:Préprio autor. (2023).
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e Criar uma reta paralela com o eixo das ordenadas clicando sobre o eixo e arrastando
até o ponto D, em seguida criar outra reta perpendicular ao eixo da ordenadas clicando sobre o

mesmo e arrastando até o ponto B’'.

Figura A.9 — Comando reta paralela

Arquivo Editar Exibir Opghies Ferramentas Janela Ajuda

.ngﬁw@@gx:@

> Janela de Aigebra * | Reta Perpendicular e
® t-1 en
® A=(0,1) Fow
® cxily-1¢=1 |~ RetaParaiela
® B=(0,0) = 3
® a=90° &< Wediatriz
® B'-(11) =
® p-90°
S i £ Bissetrz c
® rx+y=o0 )
® gy=2 e ©
® D-12.2) '/Q Reta Tangente
\Q Reta Fol. Diametral =
eta Polar ou Diametra T —
S 1 B3 90" B
o =
#* | Retade Regressdo Linear
= : 2 1 E 1 2
(el Lugar Geométrica

Fonte:Préprio autor. (2023).

Figura A.10 — Comando reta perpendicular

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda

NNz N ENEE

» Janela de Algebra . io
'~ Reta Perpendicular

\

Reta Paralela

Mediatriz

" Bissetriz c

RetaTangente

A
Reta Polar ou Diametral WT‘
[E5

Reta de Regressfo Linear

o 1% Lol [y

Lugar Geométrico

Fonte:Préprio autor. (2023).

e Criar ponto P como intersec¢do de dois objetos e clicar sobre a intersecio da retas que

passa pelo ponto D com a reta que passa pelo ponto B’

Figura A.11 — Comando para criar o ponto P

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

[ Al o<l =] ]

T [y N de Visualizagéo
: L‘f t=05 h
@ cix [+2] Ponto em objeto W
® o= = a=g8
® a- ‘,/' Vincular / Desvincular Ponto ®
® B-
® B- C
® c- >-\/ Intersecaa de Dois Objetos ]
® o0 c
® gy ° i
® D-|le Ponto Médio ou Centro
® nx A
® iys Z g B 3/88° B
® iyl 2| NimereComplexo B4
P
N otimizagio
F:
i Er) o5 7
Y Raizes 8

Fonte:Préprio autor. (2023).

e Pode-se ainda alterar a cor e o tamanho do ponto P, na janela de dlgebra localize o

ponto P e clique com o botdo direito sobre e habilite a fun¢cdo Habilitar rastro em seguida clique

sobre o Controle deslizante o e habilite a funcdo animar, assim pode-se observar que o lugar

geométrico do ponto P descreve a Curva de Agnesi.



61

Figura A.12 — Lugar Geometrico do ponto P, chamado Curva de Agnesi

Arquiva Editar Exibir Opbes Ferramentas Janela Ajuda

DRERNTERENEE

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X
® t-05

t=05 h
® A-(0,05)

& i nsreus - —_—
a=92

< > 4

Enfrada: 4

Fonte:Préprio autor. (2023).

Observe que em alguns pontos do rastro do ponto P tem quebras isto é causado pela
velocidade do comando de animagdo do controle deslizante e também tem interferéncia do
incremento usado, note que quanto maior o incremento por exemplo incremento igual a 20, com
este incremento a curva teria quebras maiores enquanto que se o incremento for muito pequeno
como 0.00001 as quebras ficaram quase imperceptiveis, e pode se ainda utilizar o comando

chamado Lugar Geométrico, clicando sobre o ponto P e em seguida sobre o controle deslizante

do angulo & assim o proprio software mostra o lugar geométrico do ponto.

Figura A.13 — Comando para lugar geométrico

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

s AR EClRl <]~ =]

» Janela de Algebra W . io X
1 RetaPerpendicular

® t-05 =05 i
® A=(0,05) — .

® cx+(y-05F=03 "~ RetaParalela a- 88"

® (0,0) = 2

® a-s8° o Mediatriz
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® c-01 ('_ Bissetriz 1
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@ D-(1.04,1) ’,O, Reta Tangente

® nx=104 "
® iy=0 Q) Reta Polar ou Diametral

®

erp

°

y-0.48 — 0]
- (1.04,0.48) f
Ig1 = LugarGeomét| } . Reta de Regressio Linear
A P
- e Ao
Q Lugiﬂeié'"m,_—/ B

= EX] Z Er i s B s i 8 F] 2ls 3 E )

Entrada:

Fonte:Préprio autor. (2023).
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