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"Embora mudado, devo me erguer o mesmo"
(Jakob Bernoulli)



RESUMO

O presente trabalho apresenta o estudo referente ao Numero de Euler, e, ressaltando aspectos
relativos a sua natureza e também algumas situacdes nas quais a presenca deste nimero tem
resultados consequéncias matemadticas interessantes. Foi realizada pesquisa bibliogréfica a fim de
compreender como e em qual contexto historico se deu o surgimento do e, bem como o estudo
para analisar questdes inerentes a sua natureza, a saber, a irracionalidade, transcendéncia e a
prova da existéncia de tal nimero. Por fim, apresentam-se aplicac¢des, resultados e férmulas em
que o e tem papel central. O objetivo deste trabalho € investigar o percurso histérico do Nimero
de Euler.

Palavras-chave: Numero de Euler; Numeros Irracionais; Numeros Transcendentes; Historia do

Calculo.
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INTRODUCAO

No decorrer da histéria da humanidade, conforme as sociedades se tornavam mais
tecnoldgicas e avangadas, os estudos matematicos também se tornavam mais complexos € novos
elementos deste ramo da ciéncia surgiam, como por exemplo, o nimero de Euler, que é denotado
por e e tem valor aproximado de 2,71828... Este niimero tem grande importancia para a ciéncia
moderna, pois ele estd presente em diversos campos de estudo matematico, seja tedrico ou

prético, bem como em outras diversas dreas do conhecimento.

Embora as aplica¢des do e sejam diversas e seu papel na ciéncia de modo geral tenha
sido de fundamental importancia, fatos relativos ao seu percurso histdrico e a sua natureza nao sao
frequentemente abordados, mesmo nas disciplinas de ensino superior, em que ele se faz presente
em diversos contextos. Desta maneira, o objetivo deste trabalho € investigar o surgimento do
e e sua evolucao histérica, bem como estudar aspectos relacionados a sua natureza, que neste
trabalho sdo a irracionalidade e transcendéncia. Para tal, utilizou-se pesquisa bibliogréfica de

cunho exploratdrio.

O trabalho é composto por 3 capitulos, sendo o primeiro, respaldado principalmente em
Maor (2004) e |[Roque| (2012]), voltado ao estudo historico deste nimero, apontando seu possivel
surgimento, que € um aspecto obscuro relativo a este nimero, uma vez que nao se sabe ao certo

quando o e foi de fato notado pela primeira vez.

No segundo capitulo, que foi baseado em livros de Calculo e nos trabalhos de Figueiredo
(2002), Ripoll, Ripoll e Silveira (2011)), Furtado| (1996) e |Vasconcelos (2013)), aborda-se temas
relativos a natureza do Numero de Euler, a saber sua irracionalidade e transcendéncia, que foram
aspectos que demoraram muito a serem formados, por depender muito do desenvolvimento
de outras areas da matematica, como a Andlise e a Teoria dos Numeros. No segundo capitulo,
também € apresentada uma demonstragdo da existéncia do e, ja que antes do desenvolvimento

do Célculo ndo era possivel afirmar com certeza que tal constante existia de fato.

No ultimo capitulo, fundamentado em Maor| (2004), Thomas, Weir e Hass| (2012) e
Talavera (2008), sdo apresentadas as curvas da catendria e da espiral logaritmica, nas quais e
estd presente em suas equagdes de formacgao. Essas duas curvas sdo amplamente aplicadas em
problemas de caréter pratico e tedrico e quando comecaram a ser estudadas chamaram a ateng¢do
da comunidade cientifica da época, por conta de suas propriedades e caracteristicas matemaéticas
ou por suas aplicacdes praticas. Ainda neste capitulo, sdo abordadas a derivada da funcao e*
e a equacdo ¢ + 1 = 0. Essas duas relacdes possuem caracteristicas tinicas interessantes e

marcaram a histdria do e por suas consequéncias matemaéticas.



1 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA
DO NUMERO DE EULER

Os ndmeros sempre estiveram presentes no desenvolvimento da civilizacao humana.
Denise Schmandt-Besserat, especialista em arte e arqueologia do Antigo Oriente Préximo,
prop0s nos anos 1990 a tese de que a forma de escrita mais antiga teria origem em um sistema de
contagem. Ela notou o surgimento de vérios tokens em formatos diversos - cones, esferas, discos
e etc. Tais objetos eram utilizados primeiramente nas dreas de economia para controle de produtos
agricolas e posteriormente, ja na fase urbana, serviam para controle de bens manufaturados.
Com os avangos que se sucederam, os tokens eram guardados em invélucros que tinham em
sua superficie suas marcas respectivas, o que indicava quais estavam em seu interior. Mais
tarde, os contadores do quarto milénio a.E.C perceberam que o contetido dos invélucros eram
desnecessarios, uma vez que a superficie ja estava marcada com os sinais que indicavam o que
estava sendo guardado e, essas marcas passaram a incluir sinais feitos com alguma lamina. Os
tokens eram usados por correspondéncia, por exemplo, 2 jarros de 6leo eram representados por 2
ovoides, 3 jarros de 6leo representados por 3 ovoides e assim sucessivamente. A pesquisadora
ainda coloca que ndo eram utilizados os mesmos simbolos para objetos diferentes. A substituicdo

destes objetos fisicos por sinais foi o primeiro passo para a escrita (ROQUE, 2012).

Conforme os milénios se passaram e as sociedades se formaram, novas necessidades
surgiram e novos conceitos sobre o nimero surgiram. Uma forma curiosa de compreender o
numero € dada nos Elementos de Euclides onde os ndmeros (arithmos) e as grandezas (mégéthos)
sdo tratados como segmentos de reta, embora os nimeros sejam tidos como o agrupamento de
unidades que nao sao divisiveis. Roque (2012, p.189), mostra as primeiras defini¢cdes do livro

VII onde podemos encontrar a no¢do de niimero e o papel da medida da seguinte forma:

Definicdo VII-1 Unidade € aquilo segundo o qual cada uma das coisas existentes
¢ dita uma.

Definicao VII-2 E ndmero € a quantidade composta de unidades.

Definicdo VII- 3 Um niimero € uma parte de um niimero, o menor, do maior,
quando meca exatamente o maior.

Das definicdes apresentadas acima, podemos perceber que os gregos tinham a ideia de
nlimero associada a nocao de medida, evidenciando um tratamento geométrico dos nimeros que

geralmente eram associados a segmentos de reta.

Ja mais préximo do nosso século e apds toda a evolucdo matemadtica, os estudos
matemadticos se tornaram fundamentais para a sociedade moderna que estava se formando e novas

formas de célculo e de raciocinio eram necessdrias. O surgimento de novos entes matematicos é
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algo que causa certo fascinio nos estudiosos da drea e que pode mudar completamente o rumo dos
estudos e investigacdes neste ramo da ciéncia. Neste capitulo pretende-se estudar o surgimento
de uma constante que, de fato, causou fascinio nos envolvidos em sua investigacdo, o niimero de
Euler, representado pela letra e. Também € o objetivo deste capitulo compreender o contexto da

época em que 0 nimero e comegou a se tornar notorio dentro da comunidade cientifica.

As aplicagdes, resultados e propriedades do nlimero e revolucionaram a matemaética
e fez com que ele se tornasse uma das constantes mais importantes dessa drea de estudo.

Apresentaremos a seguir alguns contextos onde o numero de Euler esta relacionado.

1.1 O namero e em problemas financeiros

Ao longo da histdria, os homens recorreram a matemadtica para lidar com os problemas
cotidianos de seu tempo. O final da Idade Média foi um momento onde este fato ficou bem
explicito, pois nessa época havia a necessidade de criar novas tecnologias a fim de que as
demandas dos novos tempos fossem atendidas. A respeito das exigéncias que tais tempos pediam,

Roque coloca:

Desde o século XII eram necessarios estudos praticos para dar conta das grandes
transformagdes econdmicas e sociais, como melhorias agricolas e construc¢do de
catedrais. Aos poucos, a secularizagdo das formas de vida forcaram o homem a
se aproximar da esfera pratica sem separd-la completamente da esfera intelec-
tual. Nos séculos XIV e XV, importantes invengdes ajudaram a transformar o
papel da ciéncia, como o relégio mecénico, a bussola, a artilharia, as lunetas
e, sobretudo a imprensa, que facilitou a circulagdo e divulgacido dos saberes.
(Roque, 2012, p. 295)

Na fala da autora percebemos que o desenvolvimento pratico esta bastante ligado com
o desenvolvimento intelectual, e para que as novas tecnologias sejam eficientes na vida em
sociedade, o desenvolvimento matematico é de fundamental importancia. Ainda de acordo
com Roque| (2012) nos séculos XV e, principalmente, no XVI, o interesse pela matemaética
se intensificou entre artes@os e engenheiros que queriam resolver problemas cotidianos, seus

estudos estavam focados em balistica, bombas de dgua e outros temas de cardter pratico.

No final do século XVI e inicio do século XVII ocorreu uma enorme expansao do
conhecimento cientifico em todos os ramos da ciéncia, por consequéncia disso a mudanca da
percep¢ao do mundo e do universo. Grandes marcos ocorriam nesse periodo, como a circuna-
vegacao do globo por Magalhaes em 1521, a publicacdo do novo mapa do mundo por Gerhard
Mercartor (1512-1594) em 1569, o estabelecimento das leis da ciéncia mecanica por Galileu
Galilei (1564-1642), a formulagado das leis do movimento planetario por Johannes Kepler(1571-
1630). Todo esse desenvolvimento necessitava de uma quantidade de dados numéricos imensa e

o processo de computar todos esses dados era um trabalho magante (MAOR| 2004).
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As consequéncias de tantos avancos ocorridos no final destes séculos sdao indmeras. A
circunavegacdo do globo proporcionou a exploracdo de todo o globo e transagdes financeiras
passaram a se tornar elementos centrais para a época e o trabalho com juros recebeu um pouco
mais de atencdo e € no contexto da matemadtica financeira daquele tempo que o nimero de Euler
possa ter sido notado pela primeira vez. No decorrer desta se¢do compreenderemos a relacdo

entre os juros e o surgimento da matematica financeira (MAOR|, 2004).

Desde os tempos mais remotos da humanidade, lidar com dinheiro é um desafio para o
ser humano e o acumulo de riquezas sempre esteve presente na relacio do homem com o dinheiro.
Ora, € de se pensar que algo tao préximo das atividades humanas tenha sido estudado e tratado
com bastante afinco ao longo da histdria, o que de fato é verdade. De acordo com Maor|(2004), o
conceito de emprestar alguma quantidade de dinheiro e cobrar uma taxa sobre o valor emprestado
recua até o inicio da histdria antiga. A taxa cobrada sobre uma certa quantidade de dinheiro
que foi emprestada é chamada de juro, Neto| (20177} define os juros como o preco pago pelo uso
de certo capital por determinado periodo de tempo. Podemos ver um exemplo de problemas
com juros em uma tdbua de argila babilonica que, na linguagem atual, pode ser enunciado da
seguinte forma: "quanto tempo levard para uma soma de dinheiro dobrar se for investida a uma
taxa de 20 por cento de juros compostos anualmente?”. Os babilonios eventualmente chegaram
na resposta 3,7870 que é uma boa aproximacao para o valor correto que € 3,8018 obtidos por
meios modernos de cdlculo. Podemos dizer que eles foram bem sucedidos na resolugdo deste
problema uma vez que eles nao estavam munidos dos artificios da dlgebra moderna (MAOR|,
2004).

Conforme dito anteriormente, os juros sao uma taxa cobrada sobre uma quantia de
dinheiro e eles podem ser simples ou compostos. [Neto| (2017) explica o funcionamento dos
juros compostos da seguinte forma: um determinado principal (capital) é aplicado a uma taxa
de juros pré estabelecida, dessa forma ao final do periodo teremos um montante e sobre este
montante aplica-se novamente a taxa de juros pelo periodo. Para ilustrar como funciona essa
forma de trabalhar com juros, suponhamos que um capital de R$ 200,00 seja aplicado a taxa de
10% ao ano. Desta forma, teremos ao final do primeiro ano 200+ 200 -0, 1 = R$220, 00, ao final
do segundo ano de aplicagao teremos 220 +220-0,1 = R$242,00, ao final do terceiro ano o
montante serd de 242 +242-0,1 = R$266, 20 ¢ assim sucessivamente. Perceba que o montante
(soma do capital com os juros) da aplicacdo anterior € o capital da seguinte. Para generalizar
esse raciocinio, suponhamos que um capital C € aplicado a taxa r em regime de juros compostos

anualmente. Desta forma, teremos no primeiro ano um montante dado pela equacao
M=C+Cr=C(1+r)

Ao final do segundo ano obteremos:

M=C4r)+C(1+r)-r=C(l+r)(1+r)=C(1+r)?
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, ho terceiro anos obteremos:

M=C1+r2+CA+r)-r=CA+r)1+r)(14+r)=C(1+r)

. Portanto ao final de t anos teremos:

M=C(1+r) (1.1)

Entretanto, Maor (2004) explica que uma mesma aplicacao pode ser composta mais
de uma vez ao ano, desta forma se um capital for aplicado em um periodo de 6 meses entdo a
taxa anual serd dividida ao meio formando uma taxa por periodo. Entdo, se tivermos um capital
de R$ 200,00 composto duas vezes com juros de 10% vamos ter 200 - (1,05)% = 220,50, que é

R$0,50 a mais em comparag¢@o a composicdo do valor principal apenas em uma vez ao ano.

No meio bancdrio existem vdarios tipos de composi¢cao de juros - anual, semestral,
trimestral, mensal, semanal e didrio. Se a composicao pode ser feita em n periodos do ano, entdo
a taxa anual desses juros deve ser dividida por n e desta forma temos ... Mas como em ¢ anos

podem existir n periodos de conversao, a Equacdo (1.1) ficard da forma:

M=C-(1+r/n)"" (1.2)

Tendo esta nova equacdo, serd bastante interessante comparar quanto renderd determi-
nada quantia de dinheiro em um ano, porém em diferentes periodos de capitaliza¢do. Abaixo ha
uma tabela com a capitalizacdo de um principal de R$50,00 que estd sendo investido usando a

taxa de juros anual de 10%.

Tabela 1 — R$ 50,00 investido no periodo de um ano com a taxa anual de 10% ao ano em
diferentes periodos de conversao

Periodos de Conversdo n r/n M
Anual 1 0.1 R$55,00
Semestral 2 0.05 R$55,12
Trimestral 4 0.025 R$ 55,19
Mensal 12 0.00833 R$55,23
Semanal 52 0.001923 R$ 55,25
Didrio 365 0.0002739 R$ 55,26

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Perceba que na tabela acima os valores dos rendimentos entre determinados periodos
de conversdo sdo praticamente despreziveis, o que nos sugere que ndo existe uma diferenca
substancial entre alguns deles. Este resultado abre caminho para um problema interessante
de juros compostos e que possui um resultado matematico intrigante € suas consequéncias

matemadticas demandaram estudos longos e rigorosos para a sua total compreensdo. Suponhamos
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r =1 1isto é, que a taxa de juros sobre o capital seja de 100%. Deve-se observar que este problema
¢ puramente hipotético. Para simplificar o que deve ser mostrado aqui vamos assumir uma

aplicacdo de R$ 1,00 pelo periodo ¢t = 1, ou seja, um ano. Desta forma obteremos a equagao:

1 n
M=(1+) (1.3)

Agora veja o que acontece quando os valores de n crescem cada vez mais, ou seja, em

um contexto financeiro isto € equivalente a dizer que os periodos de conversdo estdo aumentando.

Tabela 2 — Conversao em periodos

n (I+1/n)"
1 2
2 2.25
3 2.37037
4 244141
5 2.48832
10 2.59374
50 2.69159
100 2.70481
1,000 2.71692
10,000 2.71815
100,000 2.71827
1,000,000 2.71828

10,000,000 2.71828

Fonte: Maor (2004).

Ao observarmos a tabela 2 percebemos que, aparentemente, ndo importa o quanto
n se torne grande, as mudancas no resultado final serdo cada vez menos significativas. Hoje,
ja se sabe que 2,71828... representado pela letra e é justamente (1 + 1/n)" quando n cresce
indefinidamente, ou seja, tende para o infinito, entretanto o momento exato do surgimento deste
nimero permanece obscuro. Conforme dito no inicio do capitulo, no comec¢o do século XVII
com o aumento das atividades comerciais e consequentemente a maior atencao as leis dos juros
compostos € possivel que alguém tenha notado o comportamento da equacao para o cdlculo
desses juros. E nesta mesma época que Napier comega a trabalhar com os logaritmos com
o objetivo de facilitar os calculos que, naquela época, eram trabalhosos de fazer e eram de
fundamental importancia para vdrias dreas que estavam avancando naquele momento da histdria.
Os logaritmos de Napier estdo ligados ao nimero de Euler, por conta da forma como foram

construidos, como veremos na proxima se¢ao.

Veremos que o nimero de Euler ndo aparece somente em questdes financeiras, durante
a histéria podemos ver problemas em que este curioso niimero surge como importante peca na

resolugdo de questdes que outrora ndo eram possiveis de serem encontradas sem determinados



Capitulo 1. Contextualizagdo historica

do niimero de Euler 18

artificios. Essas outras aparicdes do nimero e serdo estudadas mais adiante neste trabalho
(MAOR 2004).

1.2 O numero de Euler e a invengao dos logaritmos de Napier

Durante o desenvolvimento matemético através dos séculos, houveram grandes pen-
sadores que conseguiram criar artificios capazes de resolver problemas complicados ou entdao
facilitar a computacio de dados que antes eram dificeis e muito demorados de fazer. Entdo é
natural pensar que em dado momento, alguém ja se pegou pensando no que era possivel fazer
para resolver tal problema de computacao de dados. Uma das solug¢des encontradas foi a criagdao
dos logaritmos pelo até entdo improvéavel ativista religioso John Napier(1550-1617) (MAOR|
2004).

Os logaritmos surgiram no final do século XV e inicio do século XVI e nessa época
avangos tecnoldgicos de todos os tipos estavam se proliferando e a exploracdo do mundo estava
em seu auge. Entretanto, para que tais avangos acontecessem era necessaria a computacdo de
inimeros dados numéricos, o que era desgastante e um tanto quanto complicado. Na verdade, ja
existiam artificios para que os calculos fossem facilitados, chamados de regras prostafaréticas e
sua importancia consiste no fato de que o produto de duas expressdes pode ser transformado
em soma. Um exemplo dessas regras é: sen A - senB = 1/2 - [cos(A — B) — cos(A+ B)]. Como é
mais facil somar e subtrair do que multiplicar e dividir, essas regras tinham grande importancia
no cendrio da época. Ja se conhecia, muito antes da época de Napier, a relacdo que havia entre os
termos de uma progressdao geométrica e os seus expoentes. Foi o matemético alemao Michael
Stifel (1487-1567) em seu trabalho chamado Arithmetica integra (1544) que formulou que o
produto entre os termos de uma progressao geométrica é equivalente a somar os seus expoentes.
Por exemplo se quisermos obter ¢° - g* entdo teremos (¢-q-q)-(¢-q-q-q) = q' que poderfamos
encontrar se somassemos os expoentes. Note que esse procedimento reduz o produto em soma.
Se caso os expoentes fossem negativos, entao teriamos g~ " = qi,, e, deste modo, podemos escrever
que ’ZI—,": = ¢ " o que reduz a divisdo em subtracdo. Esta pode ter sido a ideia-chave que inspirou
John Napier a criar os logaritmos (MAOR| 2004).

A ideia que Napier tinha era a seguinte: escrever qualquer nimero positivo, como
poténcia de um dado numero fixo. Com isso, as operagdes de soma e divisdo estariam reduzidas
respectivamente a soma e subtracdo e as operagdes de potenciacdo e de radiciacdo estariam
reduzidas a multiplicacdo e a divisa@o, respectivamente. Perceba que cada operagdo matematica
estava reduzida a que estava abaixo na hierarquia de complexidade das operagdes, o que era

bastante interessante para a época (MAOR, 2004).

Napier levou vinte anos para a constru¢do de sua obra (1594-1614) e seu trabalho foi
recebido com muito entusiasmo pela comunidade cientifica da época. Ele demorou bastante

tempo para escolher uma base conveniente para trabalhar, isso porque ela precisava ser suficien-
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temente pequena para que suas poténcias crescessem em um ritmo satisfatorio, mas ndo muito
devagar. Apé6s anos de estudo ele se decidiu por 0,9999999 = 1 — 10~ Essa opcdo de base,
como chamamos hoje, se deu pelo fato de que Napier queria evitar o uso de fragdes decimais

que ndo eram muito usuais na Europa naquele tempo (MAOR| 2004).

Apos a escolha da base, ele partiu para a fase de fazer subtragdes sucessivas para
formar a sua progressdo. A primeira tabela de Napier tinha 101 elementos e o primeiro era 107
seguido de 107(1 —1077) = 9.999.999 seguido de 107(1 —10~7)? = 9.999.998 até chegar em
107(1 —1077)'% = 9.999.900 . Em notagio moderna, a definicio de logaritmo feita por Napier
é equivalente a N = 107 (1 — 10~7)" em que L é o logaritmo Neperiano de N. Os logaritmos de
Napier diferem em varios aspectos da definicao que foi introduzida por Leonhard Euler em 1728
e que € a utilizada até os dias de hoje. Um desses aspectos € o fato de que se L é zero, entao
teremos que lognap 107 = 0 enquanto no sistema moderno teriamos log,1 = 0. No sistema de
Napier, regras de operacdes com logaritmos, como por exemplo, o logaritmo de um produto € a

soma dos logaritmos individuais, nao sdo validas (MAOR,[2004).

A relacdo dos logaritmos de Napier com o niimero e estd na sua definicdo. Como eles
sdo definidos como N = 107(1 — 10~7) se dividirmos N e L por 107, efetuando os célculos
devidos teremos N’ = [(1 — 10~7)19"]'] tendo N’ = N/107 e L’ = L/10”. Observando N’ =
(1—-1/ 10")19" que é um ndmero bastante préximo de 1 /e. Assim, podemos dizer que os
logaritmos de Napier sdo de base 1/e (MAOR) 2004).

E curioso notar que a relacdo que existe entre o nimero de Euler e os logaritmos parece
uma coincidéncia. Talvez se ele tivesse escolhido outra base, ou “propor¢do” nas palavras de
Napier, nao existiria essa relagdo. Entretanto, esse nimero surge naturalmente na construcao dos

logaritmos neperianos.

1.3 Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707- 1783) nasceu na Basileia, filho de Paul Euler, um clérigo que
desejava que seu filho seguisse a mesma carreira. Mas Paul também possuia dotes matematicos e
estudou esse assunto com Jakob Bernoulli[le acabou convencido por Johann, irmao de Jakob e
que ensinou matematica ao jovem Euler, deixar seu filho Leonhard a seguir sua prérpia vocagao
(MAOR; 2004).

De fato, Euler foi uma das mentes matematicas mais brilhantes que ja existiu. O

proprio Jean Bernoulli se referia a Euler como "incompardvel principe da Matemdtica” e as suas

I Jakob Bernoulli nasceu na Basileia no ano de 1654 e formou-se em filosofia em 1671 na Universidade da Basileia.

Entretanto, seguiu carreira estudando matematica, astronomia e fisica. Jakob tinha um irmdo chamado Johannes
e juntos aprenderam o entdo recente Calculo e depois passaram a ensind-lo até mesmo para matematicos
importantes, mas conforme a fama dos irméos crescia, suas disputas também aumentavam, fazendo com que a
relacdo entre eles ndo fosse das melhores. A familia Bernoulli produziu grandes matematicos por mais de um
século.
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contribui¢des sdo indmeras. A ele € atribuido um grande niimero as nota¢des f(x), i 7 r e que
sdo usadas até hoje. |Arruda (2007) menciona que Euler publicou mais de 800 artigos ao longo

de sua vida em indmeros ramos da ciéncia.

A capacidade imaginativa de Euler era impressionante e mesmo quando perdeu comple-
tamente a visdo, sua producao cientifica nao parou. Euler foi o responsavel por elevar a teoria
dos nimeros de uma recreacdo matematica para a mais respeitada drea de pesquisa matematica.
Euler também € tido como um dos fundadores da topologia, que naquela época era conhecida
como andlise de posi¢ao (MAOR, 2004).

O mais influente trabalho de Euler, intitulado Introductio in analysin infinitorum publi-
cado em dois volumes em 1748 € considerado o alicerce da moderna andlise matematica. Foi
nesse trabalho onde Euler, pela primeira vez, chama a atencao para o papel do ndmero e e da
fun¢do ¢* na andlise. Embora tenha sido na sua Introductio que o nimero e tenha sido abordado
de forma mais rigorosa, Euler ja tinha utilizado o simbolo e para representar o numero 2,71828...
em um de seus primeiros trabalhos, escrito em 1727 intitulado "Medita¢ao sobre Experimentos
feitos recentemente sobre o disparo do Canhao", embora esse escrito s6 tenha sido publicado em
1862, depois de seu falecimento. Em uma carta escrita em 1731 o niimero e aparece ligado a
uma determinada equacao diferencial em que Euler o define como "O nimero cujo logaritmo
hiperbdlico € igual a 1"(Maor, 2004, p. 203). Desta forma, observamos que esse nimero aparece
de maneira informal em alguns trabalhos e somente com a Introductio de Euler ele € estudado de

maneira mais rigorosa.

Embora o nimero 2,71828... tenha aparecido em cartas e documentos mais antigos, a
primeira apari¢do desse nimero, sendo de fato aplicado, foi em um livro publicado foi em 1736
chamado Mechanica de Euler. Perceba que o uso desta constante ocorre antes mesmo de haver
estudos rigorosos a seu respeito. Desde entdo, e ja com o auxilio de ferramentas mais arrojadas
da matemdtica, algumas relacdes com essa constante comegaram a surgir tais como: Newton

deduziu e* e e~ usando o desenvolvimento binomial, Leibniz obteve as séries ¢* e e * por
1 (et]) (ez—l)
e (e—1)° 2

e y/e. Ele também usou a expressdo x = (1 + )" com os valores de » tendendo para o infinito

integracdo. Euler também conseguiu obter algumas aproximacdes das relacdes:

para obter uma aproximacgao de e com a precisao de 23 casas decimais (ARRUDA| 2007).

De acordo com (MAOR| 2004), na época de Leonhard Euler os estudos na drea do
Cdlculo ja estavam mais sofisticados, desta forma andlises mateméaticas mais rebuscadas ja eram
possiveis, embora naquele momento, os processos infinitos nao eram feitos com tanto rigor, o
que eventualmente poderia produzir algum equivoco. Mas mesmo assim, os trabalhos de Euler
resistiram ao rigor dos testes feitos por matematicos mais modernos que revisitaram suas obras,
e as obras de outros como Newton e Leibniz, provando que suas conclusdes estavam corretas
acerca de suas descobertas no campo matemdtico. Naquele tempo, havia um conceito intuitivo
do que era o nimero e, mas foram os estudos de Euler que deram consisténcia a essa constante,

0 que propiciou a aplicagcdo desse nimero em vdrias areas do conhecimento fazendo com que
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a sua “possivel existéncia” tenha se tornado relevante, do ponto de vista matematico, naquela
época. Euler conseguiu determinar o valor da constante e utilizando o desenvolvimento binomial
de Newton e mostrou que e = 1+1+%+%+...+%+...

Podemos perceber até aqui que o nimero de Euler aparece em contextos que até entdo
ndo estavam relacionados diretamente, como os logaritmos e problemas com juros, o que nos
mostra que este nimero tem grande versatilidade e que para compreendé-lo melhor, a aplicacdo
de ferramentas mais elaboradas da matematica como o Calculo e a Andlise se faz fundamental.
No capitulo seguinte estudaremos topicos inerentes a natureza do e, bem como demonstrar a sua

existéncia.



2 A NATUREZA DO NUMERO DE
EULER

No capitulo anterior percebemos que o niimero e era um mistério para os matematicos
e estudiosos da época. Como ainda ndo havia artificios matematicos suficientemente avancados
para compreender o comportamento de expressoes no infinito, nao era possivel assegurar a exis-
téncia ou outros aspectos relacionados a esse nimero até que Euler fornecesse uma aproximagao
utilizando a expansédo binomial para a expressao (1 + %)” Mas, conforme os avangos na area
de Calculo progrediam, tornou-se possivel compreender de fato o que era o numero e. Outros

aspectos inerentes a ele que serdo apresentados neste capitulo.

Antes de iniciar os estudos a respeito da natureza e do comportamento da expressao
=) € necessario enunciar a seguinte definicdo e o seguinte teorema, ambos apresentados
1+ te defi tet b tad
por Thomas, Weir e Hass| (2012)

Definicao 2.1. Uma sequéncia a, é crescente se a, < a,4 para todo n. . A sequéncia é decres-

cente se a, > a,|. A sequéncia a, é monotonica se for crescente ou decrescente.

Teorema 2.1. Se uma sequéncia a,, é limitada e monotonica, entdo a sequéncia converge.

2.1 O Numero de Euler como Limite

Ao analisarmos a expressédo (1 + %)” pensando nos valores que ela pode assumir para
valores cada vez maiores de n , podemos chegar em duas conclusdes diferentes, mas ambas
erradas. Um dos raciocinios pode nos fazer pensar que (1 + %)" tende para 1 quando os valores
de n se tornam cada vez maiores porque a parcela % se aproxima de 0 com o crescimento de n.
Desta forma, teriamos o 1 elevado a uma poténcia bastante grande, que resultaria em 1. Outra
forma de pensar no comportamento de (1 + %)” € que os valores assumidos por essa sentenca
serdo sempre maiores do que 1, embora a diferenca seja minima, e dessa forma como os valores

de n tendem ao infinito, a expressdao também tenderd para o infinito.

Como dito anteriormente, as duas formas para tratar (1 + %)” quando n cresce indefi-
nidamente estdo erradas, como veremos mais adiante. No capitulo passado, observamos que a
expresséo (1 + %)” parece chegar proxima do nimero 2,71828. .. Entretanto, trabalhamos com
uma quantidade limitada de termos, ndo permitindo para afirmar que em algum momento ela
ultrapasse esse valor, ainda que isso ocorra em ntimeros indescritivelmente grandes, ou seja, ndo
conseguimos garantir seu comportamento no infinito. Desse modo, faz-se necessario o estudo
mais aprofundado desta sentenca porque s6 dessa forma poderemos verificar pontos importantes

tais como a garantia da existéncia desse nimero, uma forma de estimd-lo com mais precisao,
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entre outros. Os processos que serdo apresentados aqui podem ser consultados em livros de
Calculo. O primeiro passo para estudar (1 + %)" para valores crescentes de n € fazer a expansao

() =) G ) () B) G
(o) () e (0) ()

Desenvolvendo as combinagdes da igualdade acima obtem-se:

n! g N, 12+
0! (n—0)! I'-(n—1)! \n 21-(n—=2)! \n
n! N’ n! 1\"
3L(n—3ﬂ'(2> +”"¥m-m'(2)
Efetuando o desenvolvimento desses fatoriais teremos:

o e () e e ()

Fazendo as devidas simplifica¢des da equagao acima concluimos que:

)" -1 a-h.a1-2 |
1+ =1+1 n n oy o
( +n> +1-+ o + 3 + +n”

Agora ja temos condic¢oes de estudar o comportamento da expressdo acima quando os
valores de n crescem indefinidamente, e isso serd feito aplicando limite com n tendendo para o

infinito. Sendo assim, teremos:
n
1 -1 a+d.a-2 1
lim (1-1——) = lim (l-l—l-l— "-1-( "> ( ”)-l—...-i-—
n—soo n n—soo 2! 3! n"

Observando o lado direito da igualdade acima, observamos que os termos —

11 2

W T

tendem para zero pois n estd tendendo ao infinito, portanto apds aplicarmos o limite concluimos

que

n
. 1 1 1
nlgrolo<1+;> —1+1+2—!+§+...
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Perceba agora que a soma acima € infinita, o que nos leva a pensar que ela crescera
cada vez mais conforme mais termos sdo adicionados a ela. Nesse caso precisamos verificar a
existéncia desse limite, isto &, se esse somatorio tende ao infinito ou se ela converge para algum
nimero. Para fazer isso, vamos utilizar o teorema (2.1) e mostrar que a sequéncia x, = (1 + %)”
¢ crescente e limitada. Uma vez demonstrado isso podemos afirmar que a expressao (1 + %)"

converge para um valor, que aqui chamaremos convenientemente de e.

2.1.1 A existéncia do limite

Primeiro vamos demonstrar que a sequéncia x,, = (1 + %)” € crescente, para isso consi-

dere

Para provar que a sequéncia x,, € crescente, considere

1 " n 1 n 1 n 1
Xp| 14+— =1+1+ |\ 3 + -3 +...+ =
n 2 n 3 n n n"

Entao

n+1 1 n+1 1 n+1 1

Xpp1 =1 +1+ P+ et e
" 2 ) +12 T\ 3 ) (nt1) nt1) (nt1)y

k

. [ntl
Vamos dividir . 7 +1 ——1 por - € teremos entao

n

n—+ 1 1
n+1)!
(n-H)k ! ( 1) . 1

k

n

(n+1)! 1 kl-(n—k)!
Kl(n+1—k)! (n+1) n!

(n+1)-n! 1 (n—k)!-n

(n+1—k)! (n+1k  nl

Fazendo as devidas simplificacdes obteremos

nk

(n+1—k)-(n+1)k1

Para provar que a sequéncia é crescente, basta mostrar que a divisdo apresentada acima
€ maior que 1. Para provar isso vamos recorrer ao método de inducéo iniciando com k = 2. Para

k = 2 teremos
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n? n?

(n+1-2)-(n+1) n%2-—1

que € seguramente maior que 1, portanto

nk

(1t 1—K)-(n+1)

— > | estd provado para k = 2

Suponha que seja verdade para k, vamos verificar para k + 1

k+1 k+1

(nt1—k—1)-(n+ DT (n—k)-(n+ 1)

Podemos escrever o lado direito da igualdade acima como

l’lk'l’l

(n—k)k=1.-(n+ 1)k (n—k)

Fazendo algumas manipulagdes na hipétese de indugdo Zk—j >n—+1—ke daf segue

nk.n - (n+1—k)-n
(n—k)*=1-(n+ 1k - (n—k) = (n+1)-(n—k)

Aplicando a propriedade distributiva no lado direito da desigualdade e colocando o

fator n em evidéncia obtemos

n+n—kn  n?+(1—k)n
2 —kn+n—k n2+(1—k)-n—k

> 1

A desigualdade acima mostra que a sequéncia x, = (1+ %)” ¢ crescente.

Para demonstrar que x,, € limitada, considere

() RO ) -0 @ 0 B () ()

Repare que as duas primeiras parcelas do somatoério acima sao 1 dessa forma podemos

€screver:

Tofn\ . 1
xp=1+1+Y . AT () > 2
k

Logo x, > 2.

Agora provemos que x;, < 3 para tanto, considere a igualdade

k 1 n! 1
<n> ' (J) T kK(n—k)! nf
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n-(n—1)-(n=2)-..-(n—k+1) 1
k! nk

n-(n—1)-(n=2)-...-(n—k+1) 1
nn-n-..n k!

Mas n-(n—1)-(n—=2)-....(n—k+1)

< 1 o0 que nos permite concluir que

n-(n—1)-n=2)-...-(n—k+1) 1 1

nn-n-..n k! k!

Voltando a sequéncia temos
" (n 1 n! 1 1 1 1
B R e e

Antes de continuar com a demonstragdo de que a sequencia x, é limitada, deveremos
provar o fato de que 2"~! < n!¥n > 1 porque, mais adiante, o utilizaremos para concluir a
demonstracio inicial, que é o objetivo deste tépico. Para provar que 2"~! < n! novamente

recorreremos ao método de indugdo, desta forma vem:

Paran = 1:2° < 1. Desta forma, vale paran = 1. Agora, tendo 2"~! < n! por hipétese
de inducgdo, suponha verdade para n vamos provar para n+ 1, entdo:

2l <)t = 22 <nl(n41)

Da hipétese de indugio, temos que 2"~' < (n41)! e 2 < (n+ 1) para n > 1 logo
podemos concluir que 2" !~ < (n+1)!. Provando assim que

2 < ptvn > 1

]
n—

Note que se 2"~ ! <n! entdo ; <

Voltando a sequéncia temos entdao que

1+l ' 1+1+1+1+ +1<1+1+1+1+ A —
n| 21 3! 2 4 on—

. Temos que a soma % + }1 + ..+ % ¢ a soma da Progressdo Geométrica de razao % e como

termo inicial a; = % Logo a soma S dessa Progressao Geométrica serd dada por:
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—
| ror—
=
I
—_

n
Concluimos entdo que x, < 1+14 Y, 2,1%, =1+14+1=3.Logo 2 < x, <3, portanto
k=1
a sequéncia € limitada.

Como x, € uma sequéncia crescente e limitada, entdo ela é convergente. Assim, defini-

mos lim, (1 + 1) =e

2.2 A Irracionalidade do Numero de Euler

Apresentaremos neste topico a demonstragdo da irracionalidade do nimero e baseada
em [Figueiredo (2002])

O ndmero e pode ser escrito como

I 1 1
e—1+1’+2’+3’+ (2.1)
e vamos demonstrar utilizando o método de reducdo ao absurdo que este € um nimero irracional.
Primeiramente, suponha que e pode ser escrito em forma de fracao § em que p,q € N sdo primos

entre si. De (2.1) segue-se que

p 11 1 |
So(lt-+=+..+=)= Y =
q 12! q"" !

Desta forma, temos que:

=1 1 1 1 1
- = + +...=> + +
B 2 Rk v R e R PEE o R PR YR PR R

Y e L)
ot gt g+l (g+1)-(g+2)
Perceba que
1 1 1 1 1
—( 1 )< —( + 5+ )

A expressio (—— a1t e T .) é uma Série Geométrica cuja razdo estd entre 0 e 1,

(q+1)
isto é, 0 < r < 1 e, neste caso, r = qul € a sua soma sera:

1
Sy=——=>§=—11
1—r 1—-L
q+1
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1
g @ 1 g+l _1
e
q+1

Assim concluimos que a soma infinita (L1 + 1o 4+.)= é. Portanto, temos que:
| 1

L <

1
. gl g
gt el g

E claro que 0 < 15’— (L4 +. %) Desta forma

p 1 1 1 11
o<=(14+—=4+=4+.F—)<—--

q ( +1!+2!+ +q!) q' q

Que pode ser escrita da seguinte forma

1 1 11

o<1~ L

q 12! 9" 4q' q
Multiplicando os termos da expressdao acima por ¢! teremos

p 1 1 1 1
O<q!'(—1————— ——)< -

Observe que ¢! cancela todos os denominadores presentes nas fracdes da expressao, o
que € impossivel, pois, sendo: cll < 1 a expressao nos diria que o termo do meio é um nimero
inteiro, estritamente positivo € menor que 1. Este absurdo provém da hipétese inicial de dizer

que e € um numero racional. Concluimos desta maneira que e¢ € um ndmero irracional.

2.3 A Transcendéncia do Numero de Euler

Um fato bastante interessante a respeito da natureza do nimero de Euler é que esta
constante € um nimero transcendente, isto €, ele ndo € raiz de nenhuma equacao polinomial
com coeficientes inteiros. A primeira vista essa informagdo pode parecer matematicamente
radical, de certa forma. De fato, a existéncia de nimeros que ndo podem ser raiz de polindmios
com coeficientes inteiros causou certa fascinagdo nos matemaéticos do século XIX. Vejamos a

seguir algumas defini¢des importantes para a compreensao deste topico que estdo de acordo com
(RIPOLL; RIPOLL; SILVEIRA, 2011}

Definicao 2.2. Um niimero real é dito algébrico se ele for raiz de alguma equagdo polinomial

com coeficientes inteiros:

apX' + a1 X" '+ 4a+ap=0.a,€7



Capitulo 2. A Natureza do Nimero de
Euler 29

Definicao 2.3. Um niimero 3 é chamado transcendente se ndo é algébrico.

Também se faz necessario apresentar o Teorema do Valor Médio, que \Guidorizzi (2001)

enuncia da seguinte forma

Teorema 2.2. Se f for continua em [a,b] e derivdvel em |a,b|, entdo existird pelo menos um c

em |a,b| tal que

IO — f1(c) ou f(b) ~ f(a) = f'(c) (b~ a).

De acordo com Ripoll, Ripoll e Silveira (2011), o primeiro matemético a imaginar a
existéncia dos nimeros transcendentes foi Leonhard Euler. Ele conjecturou que os nimeros
logm, e, ™ pertenceriam a esta classificacdo de nimeros. Ja na época de Euler sabia-se que e e
7 ndo eram raizes de polindmios de grau 2, entretanto ele ndo conseguiu demonstrar esse fato
para polindmios de grau n com coeficientes inteiros e nem demonstrar que existiam nimeros
transcendentes. Somente em 1844 Joseph Lioville (1809-1882) conseguiu provar que nimeros

transcendentes existiam.

Aproximadamente por duas décadas os trabalhos da drea de Teoria de Nimeros Trans-
cendentes ndo tiveram grandes contribui¢des, até que em 1873 o matematico francés Charles
Hermite (1822-1901), em seus estudos a respeito de fung¢des algébricas continuas, conseguiu es-
tabelecer a transcendéncia do niimero e. Esse fato foi importante para a comunidade matematica
da época porque revelava mais um aspecto da natureza de uma constante que ja era familiar a
comunidade cientifica e também pelo método empregado na demonstracdo. Entretanto a forma
que Hermite usou para provar tal fato, foi modificada ao longo da histéria e do desenvolvimento
da matematica (FURTADO, 1996)).

Vejamos agora, a constru¢do que permite demonstrar que o nimero e é transcendente.

Uma demonstragao detalhada pode ser encontrada no trabalho de Vasconcelos| (2013) .

Seja P(x) um polindmio de grau r. Defina a funcéo
F(x)=P(x)+P'(x)+..+P'(x) (2.2)

onde P’ (x) é a derivada de ordem r de P.

Aplicando o Teorema do Valor Médio a fung¢do e *F (x) no intervalo [0, k| obtemos
F (k) — éF(0) = —ke"1=%) P(k6)) (2.3)

para todo k > 0 onde 6; é um nimero compreendido entre O e 1.

Considere agora & = —kek(lfek)P(ka) vamos supor que e seja algébrico, isto €, existem

numeros inteiros cg,cy, ...c, tais que:

cpe'+...+cre+co=0 (2.4)
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Da igualdade (2.4) concluimos que
co=—cpe’' —...—cye

Multiplicando (2.5) acima por F(0) obteremos:

coF (0) = —c,e"F(0) — ... — c1eF (0)

Como g, = —kek(l_ek)P(ka) podemos escrever devido a (2.3) a seguinte igualdade:

& — F (k) = —ekF(0)

assim tém-se
coF (0) =cyler —F (k)] + ...+ c1[e1 — F(1)]

Aplicando a propriedade distributiva no lado direito da equagcdo acima e reorganizando
0s termos, obtemos:
coF (0)+c1F(1)+...+cpF(k) =c1€1 + ...+ cuén (2.5)

Considere o seguinte polindmio:

P(x) = (p_l i ()= 2.6)

sendo p um numero primo tal que p >ne p > co onde n e cg sdo dados em (2.4). A

ideia da sequéncia de fatos apresentados aqui € a de mostrar que para tal polindmio P, o lado
esquerdo de (2.5) é um inteiro que ndo € divisivel por p enquanto o lado direito € estritamente

menor que 1 em valor absoluto. Desta forma, teremos um absurdo.

Seja
O(x) =Y ajpx/ (2.7)
Jj=0
com coeficientes inteiros, e seja p < r demonstra-se que
Q'(x) = ————ax™! (2.8)
=i (] - l)!
ei>p
Temos ainda que:
1 :
— O
(p—1)! )

¢ um polindmio com coeficientes inteiros divisiveis por p.
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Desenvolvendo o produto do polindmio P(x) em (2.6) obtemos:

(n)P bo
oo oot 22

Nota-se ainda a respeito do polindmio P(x) em (2.6) que suas raizes sio 1,...n logo

P(x) =

Pi(k) =0

parak=1,...,ncomi<p
De (2.9) verifica-se que PP~1(0) = (n!)? e P{(0) =0,i< p—1
Assim, de (2.9) e sabendo que P'(k) = 0 conclui-se que F (k) para k = 1,...,n é um
inteiro divisivel por p. Também temos F (0) um inteiro que ndo ¢é divisivel por p
Dos & definidos anteriormente, como €&, = —kek(l_ek)P(ka) demonstra-se que, para o
polindmio P(x) sua forma sera:
1
(p—1)!

Usando desse fato e de que 6; € um niimero entre O e 1 verifica-se a relagdo:

g = —ke*1 %) p(k6y) (k6P (1 —kO)P...(n — k). (2.10)

e

€| <

Tomando p suficientemente grande e tendo k = 1, ...n na desigualdade anterior é verdade
que
lc1€1 +... g <1

Desta construgdo, verifica-se que coF (0) +c1F (1) + ...+ c,F(n) = c1& + ... + cn&y
Mas observa-se que coF (0) + ¢1F(1) + ... + ¢,F (n)é um inteiro nédo divisivel por p e c1€ +
... +cn&, < 1, por (2.11). Mas a conclusdo em que se chegou néo € possivel, pois o médulo de
um ndmero inteiro ndo nulo € sempre maior que 1. O absurdo provém de supor que e seja um

ndmero algébrico.

Com o que foi exposto neste capitulo percebe-se que a natureza do nimero e foi
compreendida através de ferramentas e métodos matematicos mais avangados. Fatos, como a
irracionalidade e a transcendéncia, a respeito de alguns nimeros além do e, s6 puderam ser

verificados quando dreas como Calculo e Andlise estivam consolidadas.

Antes do advento do Calculo, por exemplo, ndo era possivel assegurar sequer a exis-
téncia de e, e com os avangos nessa area foi possivel nao apenas provar sua existéncia, mas
aplicé-lo em diversos contextos e, dessa forma, ocupando espaco de grande importancia para
os estudos e aplicacdes do Calculo. Veremos no capitulo seguinte exemplos e situacdes onde
a constante e tem grande relevancia e surge de forma quase natural, assim contribuindo para o

desenvolvimento de diversos ramos da ciéncia em geral.



3 APLICACOES, RESULTADOS E FOR-
MULAS QUE ENVOLVEM O NUMERO
DE EULER

Vimos até agora fatos a respeito da historia e da natureza do nimero e. No decorrer dos
séculos, esse nimero surge de forma quase natural em equacdes que demandaram o trabalho de
grandes matemdticos para serem definidas e aplicadas. De acordo com (Talavera (2008) o cdlculo
foi moldado no século XVII, em um momento em que problemas a respeito de curvas eram
abordados de forma geométrica. Neste capitulo veremos algumas curvas que foram trabalhadas
do ponto de vista analitico gragcas ao Célculo, sdo elas a equacdo da catendria e a espiral
logaritmica. Abordaremos também a identidade de Euler, considerada a equagdo mais bonita da

matemadtica. Estudaremos ainda o fato da funcdo exponencial e ser igual a sua prépria derivada.

3.1 A Catenaria

O problema da catendria foi inicialmente proposto por Jakob Bernoulli no ano de 1690
em um jornal fundado por Leibniz, conhecido como Acta eruditorum em que era enunciado
da seguinte forma "E agora vamos propor este problema: encontrar a curva formada por um
fio pendente livremente suspenso a partir de dois pontos fixos."Jakob presumiu que o fio fosse

flexivel em todas as partes e com espessura constante (MAOR,[2004).

De acordo com Maor| (2004)), o problema de encontrar uma expressao para tal curva
chamou aten¢do de outros estudiosos, como Galileu (1564-1695), que acreditava que a catendria
era na verdade uma pardbola. Entretanto, foi um prolifico cientista chamado Christian Huyges
(1629-1695) que conseguiu demonstrar em 1646, com apenas dezessete anos de idade, que as

duas curvas eram diferentes.

Um ano ap6s a publicagao do problema proposto por Jakob Bernoulli, o jornal Acta
eruditorum publicou trés respostas, ambas corretas, que solucionavam a questao. As respostas
foram enviadas por Leibniz, Johann Bernoulli e por Huyges, que j4 estava com sessenta e dois

anos de idade.

A equagdo da catendria, em notacdo moderna, é
eax _|_ e—ax
2a
sendo que a € uma constante que dependera dos parametros fisicos da corrente (sua densidade

linear). A descoberta dessa equagao foi considerado um grande triunfo para o célculo diferencial,

uma vez que foi através dele que foi possivel encontra-la (MAOR|, 2004).
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Figura 3.1 — Curva da Catendria definida pela equagdo y = %

|
f

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

A representacdo da catendria no plano cartesiano é mostrada na figura (3.1). Neste

exemplo, tomamos a = 1

Maor] (2004)) destaca que quando a equagdo da catendria foi definida, o ntimero de Euler
ainda nao tinha um simbolo especifico e a fun¢cao exponencial ndo era sequer considerada uma
funcdo independente, mas era vista apenas como a inversa da funcao logaritmica. A equacio da
catendria era simplesmente subentendida pela forma que foi construida. Podemos notar que o
nimero e surge nesse problema de forma natural, como na base dos logaritmos de Napier que

eram de base %

A curva da catendria é amplamente aplicada na arquitetura. E possivel observi-la
em grandes constru¢des como, por exemplo, no Gateway Arch (Arco do Portal) e no Dulles
International Airport, maior aeroporto construido entre os anos 1958-1962, tem o telhado a
forma de catendria. O arquiteto responsavel, Eero Saarinem (1910-1961) explica que o formato
garante protecdo contra alguns efeitos do vento, garante flexibilidade, estabilidade e tem uma
boa acustica. Ela também € bastante aplicada na constru¢do de arcos que se sustentam no préprio
peso, pois sua forma garante maior estabilidade para a constru¢do. Ambas as construcdes estao
localizadas nos Estados Unidos (TALAVERA, 2008)).

No dia a dia, ainda podemos ver a presenca dessa curva em fios de alta tensdo, em
correntes que organizam filas, mas também a vemos na natureza

“Encontra-se a catendria especialmente no perfil do ovo; as meridianas das duas
calotes (uma obtusa e outra em ponta) que se observam no ovo sdo catendrias
de comprimentos diversos” ( Roxo, Thiré, Mello e Souza, Talaveira, 2008, p.
76, apud).

Desta forma, percebemos que esta € uma curva de grande utilidade para o homem e

¢ uma forma que estd presente na natureza devido a sua estabilidade e demais propriedades
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praticas. A presenca da constante e na sua equagdo evidencia a beleza matematica por trds deste

ndamero.

3.2 A Identidade de Euler

A vida académica de Leonhard Euler (1707-1783) foi extremamente produtiva. Mesmo
perdendo a visdo completamente durante sua estadia na Russia, seu trabalho nado foi em nada

afetado ou comprometido, pois ele continuava suas pesquisas matematicas como antes.

Em seu trabalho intitulado Introductio in analysin infinitorum Euler define a funcao
exponencial ¢* e a fung@o In(x) de forma independente. Isto porque naquela época a fungdo
exponencial era vista apenas como a funcao inversa da logaritmica. Euler as colocou em uma

base igual e as definiu da seguinte forma:

n

& =Tim |1+ 3.1)
X—ro0 n
1
In(x) = lim (x7 — 1) (3.2)
n—yoo

Embora os limites acima indiquem que hd um crescimento cada vez maior das variaveis,

0s processos infinitos no tempo de Euler ndo eram tratados de forma rigorosa (MAOR, 2004).

(MAOR|/ [2004)) menciona que Euler tinha uma habilidade matematica imensa e que
conseguia manipular e brincar com férmulas matematicas como uma crianga brinca com seus
brinquedos. Em um dado momento Euler fez algo bastante atrevido para a sua época, ao substituir

por ix,onde i = y/—1 os valores, que até entdo eram apenas reais, na expressao

2 3
i Ty g X XX
’}1_r>13°(1+n) —1—1—1!—1—2!4—3!—1—...

Os resultados obtidos por Euler tornando os valores de x complexos foram surpreenden-
tes pois ele conseguiu chegar na equagiio e = cos(x) + isen(x) que relaciona a trigonometria
elementar com os nimeros complexos. Para melhor compreensao deste processo veremos a
seguir as defini¢des de Série de Poténcia e os critérios para sua convergéncia e também teremos

a definicdo de Série de Taylor.

De acordo com|Thomas, Weir e Hass| (2012) uma série de poténcia € definida da seguinte

forma

Definicao 3.1. Uma série de poténcias centrada em x = 0 é uma série do tipo

1 2
chx":co—l—clx +oox” . et +
n=0
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Uma série de poténcia centrada em x = a é uma série da forma

[}

Z(x—a)” =cotci(x—a)+er(x—a)’+ ...+ cplx—a)" + ...
n=0

no qual o centro a e os coeficientes cy, c1, 2,..., C, SA0 constantes.
As Séries de Poténcia podem convergir em trés casos que sao:

1. A série converge Vx;
2. A série converge em x = a e diverge em todos 0s outros pontos;

3. A série pode convergir absolutamente para x com |x — a| < R. Sendo R chamado de raio

de convergéncia

De acordo com|Thomas, Weir e Hass| (2012) uma Série de Taylor € definida da seguinte

forma

Definicao 3.2. Seja f uma funcdao com derivadas de todas as ordens em algum intervalo contendo

a como um ponto interior. Entdo a Série de Taylor gerada por f emx =a é

f"(a) f"(a)

2
TR AR

o rk(,
Y L@ = fa) 4 @) - a)+ (a4

Sendo que f (k) ¢ a derivada de ordem k da funcdo e os coeficientes sdo os valores
das derivadas de f no ponto. Observe que a Série de Taylor também € uma Série de Poténcia,
desde que esteja definida em um dominio, chamado de intervalo de convergéncia, no qual a série
converge. Na verdade, ela nos permite representar uma funcdo f qualquer em forma de Série de

Poténcia.

Agora com essas duas defini¢des, vejamos como expressar e* no formato da Série de
Taylor. Para que seja mais fécil, vamos admitir que ela esteja centrada em 0, ou seja x = 0. Temos

que a derivada de ordem k de f serd f (k) — ¢*. Assim obtemos:

fR0)=e"=1
FOO
T T
Desta forma, escrevemos:
2 3
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Esta é a forma em Série de Poténcia da fun¢do ¢*. Para verificarmos sua convergéncia basta

aplicar o teste da razdo que nos dara

xk+1 k!
(k+1)! xk

x|
k+1

Podemos observar que conforme os valores de k tendem ao infinito, a expressao tende

. . 2 3
para zero, assim conclui-se que e* = 1 +x+ 3; + 37 + ... converge para qualquer valor de x.

Consideremos a fungdo g(x) = sen(x) e h(x) = cos(x), vejamos primeiramente a ex-
pansdo em Série de Poténcia de g(x) novamente tomando x = 0. O primeiro passo € calcular as

derivadas da funcdo, obtendo:

g (x) = cos(x)
g (x) = —sen(x)
g (x) = —cos(x)

g (x) =sen(x)

Como temos x = 0 vem

g(0)=0

g(0)=1

g (0)=0
g (0)=—1
g*(0)=0

Logo, a Série de Taylor gerada por sen(x) em torno de x =0 é

1 1 1
sen(x) = ¢ +eox toe e = x— §x3 + ;xs — %x7 + ...
A Série de Poténcia de h(x) = cos(x) € obtida de forma andloga. Calculando as derivadas
obteremos:
n (x) = —sen(x)

' (x) = —cos(x)
R (x) = sen(x)
h*(x) = cos(x)
Como x = 0 temos:
H0)=1
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/

h(0)=0
h(0)=—1
h(0) = -0
h*(0) =1

Assim, chegamos em:

1 1 1
cos(x) =co +eoex f o+ ot =1 Exz + EX4 — ax6 +...
Agora, seguindo a ideia de Euler e tornando o expoente de ¢* complexo, a Série de

Poténcia dessa funcdo se torna

w o ()2 (i)’
TR Y

+ ...

Como i = v/—1 temos:

(x)? () ()*

ix __ . o
e’ =1+ix o) 3 + TR
Reorganizando a ordem dos termos dessa série temos:
2 L4 3 S
i xX° X , (ix)”  x
2 4 3 5

Mas (1 — % + 97 — +...) = cos(x) e (x — 5; + 57 — +...) = sen(x). Assim conclui-se que
™ = cos(x) + isen(x)
Maor| (2004) mostra que da igualdade anterior € possivel obter outras duas relagdes.

Substituindo ix por —ix e usando o fato de que cos(x) = cos(—x) e sen(x) = —sen(x) podemos

escrever: e~ = cos(x) — isen(x). Fazendo agora a soma e + e~ obtemos

) ) ) ) ix —ix
e +e " = [cos(x) +isen(x)] +[cos(x) —isen(x)| = " + e =2cos(x) = cos(x) = %
E se fizermos a subtragio ™ — e~ teremos
i i . . eix . efix
e —e " =|[cos(x)+isen(x)] —[cos(x) —isen(x)]| = e —e " = 2isen(x) = sen(x) = —
i

Que sdo conhecidas como as férmulas de Euler para fungdes trigonométricas. Essa relacao

entre a funcdo exponencial e a trigonometria fez com que outras relagdes surgissem, entre elas
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a relacdo que ficou conhecida como a mais bela féormula da matemaética, que pode ser obtida

tomando x = 7 em e = cos(x) + isen(x) assim obtendo

e =cos(n)+isen(n) = " =—14i-0=>e"=—-1=€"+1=0

Maor (2004) destaca que esta formula de fato € de grande beleza matemaética, pois
nela estdo reunidos os elementos 1 e 0 da aritmética, e da andlise, & da geometria, i da dlgebra
e as trés operacdes mais importantes: adi¢do, multiplicacdo e exponenciagdo. Um outro fato
interessante de se observar dessa relacdo € que essa igualdade mostra que a potencia¢ao de um

numero irracional, o e, com uma potencia complexa, i7r, resulta em um ndmero real, —1.

3.3 A Espiral Logaritmica

A espiral logaritmica € uma curva que despertou ndo sé a curiosidade mas o fascinio de
Jakob Bernoulli. Durante seus estudos, Jakob usou de forma extensiva as coordenadas polares,
aplicando-as em curvas e estudando as novas propriedades que eram encontradas. Sua missao era
formular propriedades de inclinacao da curva, sua curvatura, comprimento de arco, drea, entre
outros, em termos de coordenadas polares, o que na época era um grande desafio (MAOR| 2004).

A Espiral logaritmica € descrita em um sistema de coordenadas polares e sua lei de

formacdo é r = ¢*®

na qual a representa a taxa de crescimento da espiral. Tomando a < 0 a
distancia r em relacao ao polo diminui e a espiral fica voltada para a direita, ja se temos a > 0,

entdo r aumenta enquanto a espiral é percorrida no sentido anti-horario (MAOR| 2004).

Na época de Jakob a lei de formacao dessa espiral era dada pela sua forma inversa
In(r) = a6. As propriedades que ela possui causavam fascinio em Jakob, o que o fez desenvolver
uma reveréncia quase mistica por ela, entdo ele a batizou de spira mirabilis que traduzido para o
portugués quer dizer ’a espiral maravilhosa’. Ele chegou a expressar o desejo que de que esta
curva fosse talhada em seu timulo com inscri¢do Eadem mutata resurgo que traduzido € "embora
mudado, devo me erguer o mesmo". Seu desejo quase foi atendido, mas seja por facilidade ou
por certa ignorancia, o pedreiro fez uma espiral de Arquimedes em sua tumba, ndo uma espiral

logaritmica como era sua vontade (MAOR| 2004).

Vejamos a seguir algumas propriedades que Maor| (2004) aponta a respeito da espiral

logaritmica.

1. Se invertermos a equagao que € lei de formacgado a Espiral Logaritmica, a curva serd apenas

ida.istoé: L = L 1 _ ,—ab
refletida, isto €: . = -5 = . =e¢

2. Cada linha reta através do polo atravessa a espiral com o mesmo angulo, sendo conhecida

também como espiral equiangular
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3. aumentando 6 em incrementos iguais a distancia r do polo aumenta em propor¢des iguais,
isto €, em uma progressdao geométrica. Isto pode ser observado de eU9+0) — 08 . 000 oy

que podemos observar que e“? é a taxa comum.

Abaixo vemos um exemplo da espiral logaritmica para valores negativos e positivos de
a, respectivamente. Além de propriedades interessantes desta curva, ela esta relacionada com
a descri¢cao de fendmenos naturais, como o formato de tempestades, galdxias e até mesmo no

formato da concha de alguns animais marinhos.

Figura 3.2 — Espiral logaritmica

eqt
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)

(a) Espiral Logaritmica r = ¢~%:969
eqt
/'/ // - \
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\. \\\ //,/ /'/
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\\ 3 P i

(b) Espiral Logaritmica r = %069

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023

Novamente, o nimero e aparece relacionado a uma curva com propriedades interessantes
e que descreve fendmenos naturais, o que de acordo com |Arruda (2007) permite indagar e aceitar
a conexao do e com tais fendmenos naturais, o que evidencia a importancia deste nimero para a

compreensdo do mundo que nos cerca.
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3.4 A derivada de ¢*

Um fato interessante a respeito da derivada da fun¢do exponencial de base e é que
ela é igual a sua propria derivada, ou seja, tendo f(x) = ¢* sua derivada serd f’(x) = ¢*. Disso
podemos imaginar que f(n)(x) = ¢, em que f(n)(x) é a derivada de ordem n de f(x) = ¢*. Para
verificar tal fato demonstraremos que a derivada de uma fun¢do exponencial de uma base real a

qualquer é dada por f’(x) = a* - In(a) e entdo aplicaremos este resultado a e*.

Antes de iniciar a demonstragdo, recordemos que o nimero e pode ser escrito como
n

1
lim [ 14—
n

n—yoo

I
a

Perceba que se n — o entdo a parcela % — 0 e o expoente n — oo. Dessa forma se

reescrevermos o limite da seguinte forma

S =

lim(1+n)

n—0

(3.3)

Nao alteramos o resultado do limite porque se n — 0 entdo a parcela n — 0 e o expoente
1

- — oo, ou seja o resultado de (3.3) continua sendo e.

Queremos provar que a derivada da fungio exponencial f(x) = a* é f'(x) = a*In(a).

Demonstragdo. Por defini¢do, a derivada de uma fungio é

lim
h—0

fath) —fx)
h

Desta forma, a derivada de f(x) = a* serd

x+h _ . x X, h _ X
, i a a i a-a a
Fx) hl—r>r(l) h hl—% h
X( h
_1)
/ :1 a(a
fx) = lim ———=

Perceba que o limite acima ndo depende de x, portanto, por propriedade de limite,

podemos escrever

a—1

Agora, basta provar que
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Fazendo a" — 1 = n, como h — 0 entéio n — 0. Desta forma, temos que a" =1+n. Para

isolar 4 utilizamos In de e obtemos

In(1
In(a") = In(1+n) = h-In(a) = In(1+n) = h= n(1+n)
In(a)
Portanto, temos que
h
a—1 n : In(a)
0 h S i WS (1)
In(a)
In(a)

Dividindo o numerador e o denominador de 7 - por n obtemos

In(1+n)

lim In(a) _ In(a) 1
n—0 (n(1+n) n—0 ln(l _'_n);

Como In(a) € uma constante, podemos reescrever o limite da seguinte forma

In(a
: (@) i 3.4)
In(limy,_o(1+n)n)
Mas note que no denominador de (3.4) temos
lim (14 n)% =e
n—0
Dessa forma, obtemos a fracdo ézg‘g e como [n(e) = 1 concluimos que limy,_,( “hT_' = In(a)

Assim, provamos que a derivada de uma fungdo exponencial f(x) = a* é dada por
f'(x) =da*-In(a).
Fazendo f(x) = ¢* teremos entdo f'(x) = ¢*-In(e) = f'(x) = ¢".

]

A func¢do exponencial de base e € a unica, descontando uma constante multiplicativa, que
goza de tal propriedade, ela assume papel central na matematica e na ciéncia porque ha intimeros
fendmenos em que a taxa de mudanca € proporcional a prépria quantidade, tais fendmenos sao
regidos pela equacdo diferencial % = ay em que a é uma constante que determina a taxa de
variagdo em cada caso. A solucdo desta equacgdo paray € y = Ce®*. Como exemplo de alguns
fendmenos regidos por equacdes dessa forma, estd o decaimento de uma substancia radioativa, a

lei do resfriamento de Newton, crescimento populacional, etc (MAOR,[2004).

Desta forma, com o que foi mostrado neste capitulo, percebemos que a presenga do e na
descri¢do de curvas que foram importantes para o Célculo e possibilitaram o avan¢o matematico
em suas dreas mais complexas, o que explicita sua beleza e evidencia que ele estd relacionado

com a vida pratica e no desenvolvimento da ciéncia de forma geral, permitindo concluir que esta
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constante é de fundamental importancia para compreender o universo em que vivemos. Fatos
como esse podem justificar o fascinio que alguns grandes matemdticos como Jakob Bernoulli,

por exemplo, desenvolveram por curvas e equagdes onde ha a presenca do nimero 2,71828...
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CONSIDERACOES FINAIS

Com o exposto no presente trabalho, vimos que a origem do nimero de Euler € de certa
forma obscura ja que mesmo em trabalhos antigos e em contextos matematicos diversos sua
presenca pode ser verificada, embora naquela época nao houvessem ferramentas matemaéticas
suficientemente poderosas para a total compreensdo da constante e, o que s6 foi possivel com o
advento de outras areas do conhecimento matematico, tais como o Calculo e Analise. Isto nos
mostra que esta constante tem a sua historia entrelagada com estas areas do conhecimento e o
desenvolvimento delas foi de fundamental importancia para a compreensao do que € o nimero e,
mas esta conclusao também nos permite dizer que o nimero e teve seu papel na histéria dessas

ciéncias, uma vez que ja foi objeto de estudo delas quando ainda eram recentes.

Conforme os estudos matemadticos se tornaram mais rebuscados e criteriosos, foi possi-
vel verificar a existéncia do e e descobrir qual € a natureza de tal nimero, ou seja, foi provado que
ele € irracional e posteriormente, baseado nos estudos de Lioville, Hermite provou que o nimero
e é transcendente. Mesmo com questdes inerentes a sua natureza ainda sendo descobertas, o
e ja era amplamente usado na ciéncia ja que estd intimamente ligada a fendmenos naturais, é
de grande utilidade para construcdes civis e tem propriedades matemadticas interessantes. Desta

forma, este nimero ocupa espago central em diversos contextos.

Desta maneira, percebe-se que os assuntos que cercam o Nimero de Euler sdo diversos
e para a sua total compreensdo faz-se necessdrio o uso de andlises matematicas mais criteriosas
e nem sempre de facil entendimento, o que pode dificultar o estudo mais aprofundado deste

ndmero no decorrer da vida académica.

Portanto, este trabalho pode ser ttil para a comunidade académica a nivel de graduacgdo
como fonte de pesquisa para futuros trabalhos, pois aqui foram tratados aspectos referentes a

construcdo histérica deste nimero, bem como caracteristicas inerentes a sua natureza e aplicagoes.
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