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RESUMO

Neste trabalho, sdo investigados conceitos e propriedades dos nimeros complexos, relacionando-
os com interpretacdes geométricas. Um dos problemas que prejudicam o aprendizado de niimeros
complexos € o de aborda-los com um viés que os isolam de outros contetidos da matemadtica.
Por meio de uma revisdo bibliogréfica, procurou-se relacionar o seu estudo com ideias da
geometria, deixando claras as intimas associagdes entre essas duas dreas. Uma pesquisa da
histéria concernente as percep¢des humanas em relagdo aos nimeros e as questdes que levaram
a definicao dos complexos € realizada, contextualizando a dificuldade, em geral, de se aceitar
concepcodes numéricas que se distinguem do habitual. Sao feitas defini¢des, demonstracdes dos
teoremas mais relevantes ao tema deste trabalho e construidos exemplos que esclarecem os
conceitos desenvolvidos. As formas algébrica e polar sdo trabalhadas em capitulos diferentes,
realizando-se correspondentes interpretacoes geométricas em cada um deles. As aplicacdes
sdo feitas no ultimo capitulo por meio de problemas imperativos propostos. Objetiva-se nesse

trabalho, dessa forma, relacionar os niimeros complexos com problemas geométricos.

Palavras-chave: Aplicacdes. Numeros complexos. Geometria. Matematica.
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INTRODUCAO

De acordo com Boyer (1974), o desenvolvimento da matemadtica tem inicio com a
percepcdo humana da realidade observével e a busca por solucionar problemas de cardter prético.
Uma das primeiras ideias matemdticas que o ser humano conseguiu utilizar foi a dos nimeros e,

ao longo da historia, diversas mudancas ocorreram no significado atribuido a esses objetos.

Os conjuntos numéricos estudados na modernidade nem sempre foram aceitos. No
decorrer dos anos, novas situacdes que apontavam para a existéncia de nimeros que distinguiam-
se daqueles ja conhecidos foram percebidas. Até meados do século quinto antes de Cristo, o ser
humano utilizava apenas o conjunto dos ndmeros racionais. Apds a descoberta de que deveriam
haver nimeros além desses, foram preenchidas lacunas dentro dos conteidos da matemaética.
Valores que antes ndo existiam em concepcdes gerais, passaram a ser bem compreendidos.
Operacdes como extrair a raiz quadrada de 2, por exemplo, ganharam significado, a0 mesmo
passo que a medida da diagonal de um quadrado com lado unitdrio passou a fazer sentido
(GARBI, 2010).

Por outro lado, mesmo sendo considerados todos os nimeros reais, ainda assim, em
certas situacoes, algumas operacdes e procedimentos matematicos nao fazem nenhum sentido. O
processo da extracao de raizes com indice par, por exemplo, ndo gera nenhum valor conhecido
nos reais quando se estd operando com nimeros negativos. Além disso, nem todas equagdes

polinomiais possuem solu¢do nesse conjunto.

Nesse contexto, o estudo dos nimeros complexos proporciona a matematica algo
equivalente ao que a expansdo dos racionais para os reais proporcionou. As operagdes deixam
de se limitar a determinados valores e equagdes antes ndo soluciondveis passam a ter raizes

conhecidas.

Os complexos também sao importantes em aplicacdes na fisica e engenharia. Modernas
equagdes conhecidas que descrevem o universo necessitam desses nimeros em sua formulacao
(STEWART], 2014) e, mesmo que o tema deste trabalho ndo permita a investigacao de aplicacdes
nessas dreas, o conteudo desenvolvido ao longo de cada capitulo serve como introdu¢do para

futuros estudos mais avangados.

Por outro lado, € importante notar que os ramos da matematica podem ser comumente
correlacionados, isto €, os contetidos dessa ci€éncia ndo costumam ser isolados em relagio aos
outros. Nesse sentido, faz-se relevante a investigacdo de aplicagdes dos nimeros complexos na
geometria, para que sejam destacadas associacdes entre essas diferentes dreas, a fim de enriquecer

o estudo de cada uma delas.

Assim sendo, indaga-se: como os nimeros complexos poderiam ser aplicados em
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problemas de geometria?

Dessa forma, este trabalho tem como objetivo geral investigar pertinentes associagdes
entre esses dois conteddos. Para tanto, foram determinados os seguintes objetivos especificos:
fazer uma contextualizacio histérica do desenvolvimento desses nimeros, a fim de proporcionar
maior compreensao do tema; realizar um estudo, tendo como metodologia a pesquisa exploratéria
bibliografica dos principais conceitos relacionados aos complexos, necessdrios as aplicacoes
geométricas, investigando as propriedades e relagdes estabelecidas com formas algébrica e polar

do numero; realizar escrita de trabalho cientifico, a fim de divulgar os resultados alcancados.

Parte-se da hipétese de que problemas normalmente trabalhados em geometria podem
ser solucionados com a 6tica dos complexos e de maneira, muitas vezes, até mais simples em

relacdo a como tradicionalmente sdo abordados.

No primeiro capitulo € feita inicialmente uma contextualiza¢do histdrica, que trata da
interpretacdo humana a respeito dos nimeros ao longo do tempo e dos episddios que culminaram
na defini¢do dos complexos. Além disso, sdo investigados conceitos e propriedades relativos
a forma algébrica, fazendo-se, no final, representagdes geométricas e interpretagdes da soma,

diferenca, multiplicagdo por uma constante real e conjugado.

No segundo capitulo, sdo feitas consideragdes que concernem a forma polar. Sdo
demonstrados importantes teoremas e realizadas interpretacdes geométricas do produto e da

radiciacdo.

No terceiro capitulo, busca-se solucionar problemas muitas vezes propostos no estudo
da geometria utilizando os nimeros complexos e as interpretacdes estabelecidas nos capitulos

anteriores.



1 OS NUMEROS COMPLEXOS: CON-
TEXTUALIZACAO HISTORICA E CON-
CEITOS INICIAIS

Neste capitulo, estudaremos os primeiros conceitos relativos ao contetido de nimeros
complexos. Temos como interesse realizar inicialmente uma breve contextualiza¢do histérica do
surgimento desses elementos matemaéticos, investigando argumentos que justificam a defini¢do
dos ndmeros complexos e compreender as ideias basicas deste contetido, a fim de sermos capazes

de realizar formulacdes e aplica¢des mais elaboradas neste estudo.

1.1 Uma relacado entre os numeros e a humanidade

A matematica é de certo um dos mais sofisticados sistemas ja organizados pelo ser
humano. Ao longo do tempo, aprendemos a decifrd-la e experimentamos as sensacdes sublimes
da descoberta de padrdes e equacdes, as quais o proprio universo parece estar submetido. Além do
sentimento de descobrir e conhecer como funcionam os elementos matematicos, experimentamos
também, muitas vezes, o incomodo em nao compreender novas situagdes e problemas gerados

inclusive pela propria descoberta.

A matemadtica e, mais especificamente, os nimeros representam hoje algo tao impres-
cindivel as atividades humanas que € inconcebivel imaginar um mundo sem tal conhecimento,
que nos auxilia desde as atividades mais simples, até as mais complexas. Nos tempos primitivos,
quando os cacadores-coletores comecaram a perceber que poderiam gerar novas plantas a partir
dos graos que obtinham e criar animais de forma controlada, sem a necessidade do nomadismo
para se alimentar, a matemdtica primitiva certamente proporcionou a evolugdo das relagdes,
de atividades desenvolvidas e até mesmo a persisténcia da raca humana, em um contexto de

sobrevivéncia do mais adaptado, conforme |Boyer (1974).

Em certo momento, foi necessario contabilizar a quantidade de gado que havia, para
se ter maior controle e, dessa forma, evitar perdas. Com isso, muito provavelmente, passamos
a fazer algumas associagdes entre a quantidade de animais com a de pequenos objetos, como
pedras, para que, por exemplo, dez pedras signifiquem ter dez espécimes de gado ou também
caso, em algum momento, uma pedra esteja sobrando em relacdo a quantidade de animais, i1sso
significasse que algum deles sumiu. Aprendemos, entdo, a fazer uma associac¢do biunivoca entre
dois conjuntos, no caso o de gado e o de pedras, isto €, aprendemos a contar. Segundo Eves
(2011), o processo de contagem poderia ser feito, também, utilizando-se os dedos ou marcagdes

na pedra ou no barro.
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Com o perdao de ter feito uma regressao tao grande no tempo, os ndmeros tém a ver
com essa histdria se pensarmos que seria um tanto quanto mais simples realizar o controle dos
animais caso o ser humano ja conhecesse a ideia de nimero. A associa¢do poderia ter sido
feita utilizando-se, em vez de pedras, um conjunto como {1,2,3,...}, ao qual chamamos hoje
de conjunto dos nimeros naturais. No minimo isso serviria para ndo precisarmos carregar um

punhado de pedras aonde fossemos.

Ao longo de milénios, diferentes tipos de nimeros foram descobertos e definidos, a
medida que os problemas e as necessidades humanas evoluiram. No Egito, em cerca de quase
dois milénios a.C., conforme (2011), j4 se sabia realizar operacdes aritméticas envolvendo
até mesmo fracdoes. Um documento de grande valor histérico, escrito em meados de 1650
a.C, chamado Papiro de Rhind ou de Ahmes, retine em seu conteudo dezenas de problemas
matematicos e o procedimento de como resolvé-los, além de revelar a existéncia, ja nessa época,
de escolas que ensinavam matemadtica. Em uma passagem do papiro, héd o seguinte problema
proposto: "uma quantidade, somada a seus %, mais sua metade e mais sua sétima parte perfaz

33. Qual é esta quantidade?"(GARBI, 2010, p. 12). E nitido que a ideia de fracdo jd estava
estabelecida e eles j4 utilizavam os ditos nimeros racionais.

Figura 1.1 — Papiro de Rhind

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/File:Rhind_Mathematical Papyrus.jpg>,
acesso em 16 fev. 2022.

Esse conhecimento numérico proporcionava ao povo egipcio, segundo fazer
divisdes na terra, solucionar questdes da administracdo estatal, realizar constru¢des arquitetdnicas,
etc. Além disso, o Papiro de Ahmmes mostra que problemas envolvendo equagdes ja eram
trabalhados. Na Secdo [I.2] esse objeto de estudo dos matemadticos serd importante para a

compreensao histérica do tema deste trabalho.

Além de ter grande serventia para as atividades humanas, a relacio entre matematicos e
os numeros ja foi responsdvel até mesmo por tragédias, como em um episédio que ocorrera na

Grécia Antiga envolvendo os pitagdricos.
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Pitdgoras de Samos, que é provavelmente um dos mais conhecidos matematicos de
todos os tempos, famoso por ter demonstrado pela primeira vez o teorema que leva o seu nome,
teve como um de seus grandes feitos ter criado uma escola de conhecimentos matemadticos, da
natureza e filoséficos. Os seus estudos geométricos baseavam suas formula¢des e demonstracdes
levando em conta que qualquer medida poderia ser expressa por termos que cont€ém apenas
nimeros, aos quais nomeamos hoje de inteiros, conforme Garbi (2011), e ndo haveria a possibili-
dade de existirem medidas que ndo pudessem sem expressas pela razdo de dois inteiros, mais

especificamente.

Entretanto, em cerca de 470 a.C, uma embaragosa descoberta feita por, provavelmente,
Hipasus de Metaponto abalou em muito a abstrata estrutura da matematica grega pitagorica,
segundo Garbi| (2011)). Hipasus percebeu que ao construir um tridngulo retingulo de catetos
ambos com medida 1, por exemplo, isso implicaria que, pela conhecida relacdo de Pitagoras

a* = b> +¢?, a hipotenusa, a, desse tridngulo deveria possuir entio valor
a? =17 41?
=2
a=V2

e, mais do que isso, ele provou que esse valor ndo poderia ser expresso em termos de uma razao
entre dois inteiros somente. Assim, o que ele conseguiu foi provar, portanto, a existéncia dos
chamados nimeros irracionais e, por conta disso, houve um grande abalo entre os pitagoricos, ja
que todas as formula¢des foram demonstradas de tal modo que ndo estava sendo considerado
essa possibilidade, ao passo que todas elas teriam, entdo, que passar por uma nova verificacao.
De acordo com Boyer (1974), essa constrangedora situagdo gerou tamanha irritagdo entre os
pitagéricos que, dentre vérias versdes dessa historia, Hipasus teria sido langado ao mar para

morrer, por haver divulgado sua descoberta a outras pessoas.

Algo curioso em relagdo a nimeros diferentes € que, segundo Roque (2012) na maior
parte da histéria, os matematicos tiveram grande dificuldade em considerar niimeros negativos
como solucdes validas para algum problema. Isso se deve principalmente a2 matemaética ter se
desenvolvido muito com suas formulagdes sempre sendo relacionadas com a geometria. Dessa
forma, como ndo existem quadrados com medida do lado negativa, por exemplo, entdo nao
fazia sentido existir nimeros desse tipo. Todavia, hoje compreendemos com muita clareza como
solucdes negativas de algum problema podem ser interpretadas e, mais do que isso, pode-se
ver como as concepgdes prévias a respeito de um conhecimento nem sempre sao suficientes ou

adequadas para as questdes que podem surgir.

Bem, seja qual tenha sido a experiéncia de alguém com os nimeros, € inegavel o
quanto seu uso hoje € indispensavel. Por meio deles, organizamos nossas atividades, podemos
criar outras ciéncias, compreender o universo € o0 mundo em que vivemos, construir as mais

sofisticadas maquinas, desenvolver solugdes para as enfermidades que nos matam e vdrias outras
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possibilidades, que a maioria, possivelmente, ainda nem sabemos. E, mesmo com o avango da
matemadtica ao longo de milénios, essa ciéncia nunca deixou de surpreender os matematicos com

o que ainda havia para ser descoberto em areas inesperadas e das maneiras mais diversas.

1.2 Uma breve contextualizagdo historica dos niimeros complexos

As equacgdes representam hd muito tempo uma parte da matematica que desperta grande
curiosidade a quem estuda essa bela ciéncia. No Egito, hd mais de 3500 anos, ja se conheciam
problemas que hoje interpretamos como equacdes e se sabia resolver vdrias delas, como as do
1° grau. A prova disso é o proprio Papiro de Rhind. A maneira pela qual se solucionavam as
equagoes era principalmente pelo método chamado de falsa posi¢do, no qual primeiramente se
supde um valor conveniente como resposta, que provavelmente ndo seja o correto, e ele vai sendo
ajustado até que se chegue no resultado procurado. O problema presente no papiro citado na
Secao e uma equacao do 2° grau também contida nesse documento (a tunica), por exemplo,

foram solucionados por esse método (KATZ, 2009).

Hoje conhecemos formas mais simples de solucionar problemas desse tipo. Como por
exemplo, as equacdes quadriticas, que sdo do tipo ax®> +bx+c =0, com a, b e ¢ reais e a # 0,

podem ser resolvidas de uma maneira geral pela famosa férmula

B —b++b?—4ac

2a

X

(1.1)

Essa expressao, curiosamente, € conhecida no Brasil como férmula de Bhaskara. Todavia nao
foi descoberta pelo matematico cujo nome ela carrega. Esse método resolutivo das equagdes
quadrdticas ja era conhecido no minimo um século antes dele, pelo matemético Sridhara. Mesmo
assim, nao se sabe ao certo o primeiro a ter conhecimento dela. Além disso, as férmulas nao eram
escritas com todos esses simbolos assim como € hoje, ja que isso € feito hd relativamente pouco
tempo. Usava-se para registra-las normalmente descricdes com palavras e imagens (GARBI,
2011).

Algo interessante quanto a expressdo [[.1]é que algumas equagdes do 2° grau, quando
aplicadas nela, resultam em algo que ndo existe nos nimeros reais. Por exemplo, tomando

x% +2x+ 3 =0, ao tentarmos descobrir os possiveis valores da incégnita, temos que

_ —24v22-4-1-3
a 2-1

_ 24+/-8

2

X

X

Mas e quanto é y/—8? Bem, ndo existe em R. Entdo, para matematicos que tinham extrema
dificuldade em admitir mesmo solu¢des negativas para um problema, nao € dificil imaginar que

eles considerariam que algumas equacdes quadréticas ndao possuissem solucdo alguma.
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Luca Pacioli El, que foi o professor do famoso Leonardo da Vinci, publicou em 1494 a
sua obra Summa de Arithmetica, um resumo de toda a matematica conhecida na época. Em uma
parte do livro, Pacioli fala das equagdes do 3° grau, que sdo do tipo ax® +bx>+cx+d =0 e tém,
analogamente, a, b, c e d reais, com a # 0. Como, em milénios, ninguém conseguira encontrar a

solucdo das equacgdes ctbicas, Pacioli coloca que é impossivel encontra-la (NAHIN, 1998).

Porém, no inicio do século XVI, um professor de matemética da Universidade de
Bolonha, Scipione del Ferro El, em seus estudos, fez uma grande descoberta. Conforme |[Nahin
(1998), ele conseguiu chegar na solugdo geral para um caso especifico das equagdes cubicas,
quando o termo quadrético € nulo, ou seja, ele encontrou o método resolutivo das expressodes do
tipo

X+ px+q=0. (1.2)

Entretanto, mesmo resolvendo um problema que perdurou por vérios anos e que foi considerado
impossivel pelo professor de Leonardo da Vinci, del Ferro ndo publica sua descoberta, mantendo-

a em segredo por décadas.

A decisdo de Scipione pode muito bem ser considerada um tanto quanto inusitada, no
minimo. Mas se pensarmos no contexto histérico em que estavam os matematicos de profissao
da época, isso se torna um pouco mais compreensivel. Era comum que matemaéticos fizessem
entre si duelos, que consistiam em propor, um para o outro, uma série de problemas. Quem nao
conseguisse responder as questdes propostas pelo seu adversario era considerado o perdedor e isso
poderia lhe custar até mesmo seu cargo, uma vez que as nomeagdes universitdrias costumavam
ser tempordrias. Dessa forma, enquanto del Ferro mantivesse seu segredo a salvo, teoricamente,

ninguém poderia vencé-lo em um duelo (KATZ, 2009).

Segundo |Garbi| (2010), j4 nos momentos finais de sua vida, ele decide entdo revelar sua
descoberta para seu aluno Antonio Maria Fior, que ndo era um matemadtico muito talentoso. Fior,
com posse do conhecimento valioso que recebera de seu mestre, decide usi-lo com o intuito
de conquistar certa reputacdo. Ele desafia a um duelo o matemadtico italiano Nicolo Fontana,
apelidado Tartaglia EL que ja era relativamente conhecido na época. Depois de desafiado, ele
soube de boatos que Fior tinha conhecimento de uma férmula resolutiva das equacdes cubicas
sem o termo quadratico. Assim, com sua vontade em ndo perder o desafio, Tartaglia dedica toda
sua capacidade em conseguir chegar na solu¢do dessas expressoes e, em fevereiro de 1535, ele

consegue esse feito.

Dessa maneira, Tartaglia torna-se na histéria da matemadtica a segunda pessoa que

' Luca Pacioli (1445-1509). Foi um frade franciscano que produziu vérias obras e ensinou matematica em diversos

lugares do mundo. Um de seus trabalhos, De divina proportione, publicado em 1509, conta com ilustragdes
desenhadas por Leonardo da Vinci no periodo em que Pacioli era seu professor (EVES| 2011).
2 Matemitico italiano. Viveu de 1465 a 1526.
Aos onze anos, Tartaglia (1500-1557) foi violentamente espancado por soldados de uma tropa francesa, o que
gerou cicatrizes graves em seu rosto, as quais ele escondia com a barba, depois de adulto. Esse fatidico episédio
na infancia gerou problemas em sua fala e dai vem o apelido Tartaglia, que significa gago (GARBIL 2010).
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descobrira a férmula equivalente hoje a

S R (RO RO RIG RS

e, com ela em maos, vence facilmente o duelo contra Fior, respondendo todas suas questdes e

nao tendo quase nenhum dos problemas que prop0s ao adversario respondido, conquistando
grande fama por ter vencido aquelas desafiadoras equagdes cibicas (KATZ, 2009). Além disso,
ao resolver as expressdes do tipo[I.2] o que ele conseguiu foi na verdade uma solugdo geral para
equacdes cubicas quaisquer, pois € possivel fazer nelas transformacdes que permitem escrevé-las
de maneira que ndo hé o termo quadratico, segundo Garbi (2010).

Porém, no mesmo pais em que vivia Tartaglia, o matemético e médico Girolamo
Cardano EL que estava escrevendo uma grande obra matematica, foi um dos que se interessaram

em saber qual € essa solucdo. Cardano teve uma vida bastante conturbada e possuia qualidades
nao muito elogidveis. Nasceu de uma relagao fora do matrimonio e, apesar de muito inteligente,

[...] constituiu uma familia absolutamente desregrada. Seu filho mais velho
foi condenado a morte por haver assassinado a esposa. De seu mais novo,
Cardano, num acesso de firia, arrancou as duas orelhas. Em um documento por
ele mesmo redigido, definiu-se como desbocado, espido, melancdlico, traidor,
invejoso, solitdrio, obsceno, desonesto [...] (GARBI, 2010, p.34).

De acordo com Katz (2009), Cardano enviou varias correspondéncias a Tartaglia
pedindo que ele lhe revelasse o segredo, que, por sua vez, ndo demonstrou nenhum interesse em
fazer isso. ApOs muitas tentativas, com elogios e ofensas, Cardano conseguiu encontrar-se com
Tartaglia pessoalmente e convencé-lo a dizer a solugdo das antes impossiveis equacdes cubicas.
Nicolod s6 cede e revela a Girolamo esse segredo depois de fazer com que ele jurasse ndo contar

ou publicar nada sobre isso, mantendo total sigilo sobre o assunto.

Porém, segundo Nahin| (1998)), Cardano tinha grande interesse em incluir essa valiosa
descoberta em sua obra. Ele ndo se mantinha financeiramente como um matematico tradicional
da época, ja que sua profissao principal era como médico. Sendo assim, ndo havia nenhuma van-
tagem em manter um conhecimento matematico em segredo. Por outro lado, seria extremamente

desleal divulgar a solucdo, visto que havia feito promessas de ndo o fazé-lo.

Tempos depois, com alguns boatos a respeito de que Scipione del Ferro teria chegado a
resolver as equagdes do 3° grau, Cardano vai até Bolonha e consegue ver os antigos documentos
escritos pelo proprio professor e percebe que ele ja havia feito a mesma descoberta muito antes
que Tartaglia. Assim sendo, Cardano, mesmo apds juras, decide entdo incluir aquela solu¢do em
sua obra, nomeada Ars Magna. Apés saber disso, Tartaglia fica extramente furioso, proferindo
diversas ofensas contra ele. Esses acontecimentos geraram vérios conflitos entre os dois, durante

muito tempo. Por conta da divulgacdo que Girolamo fez na Ars Magna, a expressao ficou,

4 Viveu de 1501 a 1576.
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por fim, normalmente dita como férmula de Cardano, um erro histérico que nao da os devidos
créditos as contribui¢cdes de TartagliaE] (NAHIN, 1998).

Vejamos agora no Exemplo [I.T|como essa férmula ¢é utilizada.

Exemplo 1.1. (GARBI, 2010) Descubra a solucdo da equagdo x> — 6x —9 = 0 utilizando o

método de Tartaglia.

Solucdo.

S Oy Ny Ny T
= VR
o §/9;7+</9£7

x:\3/§+\3/T

x = 2+1

x = 3.

]

Apenas substituindo o valor obtido como resposta na equagao original, podemos ver que
a solucio estd correta, isto é, x = 3 é uma raiz da equagdo x> — 6x —9 = 0. E vilido salientar que,
na maioria das vezes, o uso da formula|l.3|ndo resultard em operacdes algébricas tao simples

como no Exemplo [I.1]

Porém, algo curioso é que, assim como na resolucao das expressdes quadraticas, ao
tentarmos solucionar algumas equacdes do 3° grau, podemos observar que mais uma vez surgem
termos que contém raizes quadradas de nimeros negativos. Para exemplificar isso, considere
agora x> — 6x — 4 = 0 e tente aplicd-la no mesmo método resolutivo utilizado no Exemplo

Assim, teria que

o Y Y
x = </2+\/4T8+\3/2—\/4T8
¥ = V24V_dt+i2—v—a (1.4)

Vale salientar que Cardano da os devidos créditos a del Ferro e Tartaglia em sua obra. Todavia, como € de se
esperar, a fama costuma ser maior ao autor do trabalho (STEWART] 2014).

5
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Note que, nessa situacio, surge o termo \/—4 e, mais uma vez, esse tipo de expressio
nao existe em R. Todavia, o que poderiamos concluir agora com isso? Supor que ndo ha solucao
para x> — 6x —4 = 0 ndo é uma opgio. Isso porque é possivel, por simples verificagio, perceber
que os valores —2, 1 + V3 e 1 —+/3 sdo raizes dessa equacao e, mais do que isso, todas elas
existem no conjunto dos nimeros reais. Foram problemas desse tipo que levaram os matematicos
a cogitar a utilizacio desses nimeros diferentes de qualquer um conhecido, como \/—4, para

solucionar uma equacdo algébrica, de acordo com |Garbi| (2010).

Rafael Bombelli (1526-1572) foi um dos primeiros a considerar o uso desses termos
que contém raizes quadradas de nimeros negativos em etapas da solucdo de uma equacao. Por
exemplo, a prépria expressdo [I.4] poderia ser resolvida caso o fato de estarmos lidando com

esses nimeros nao conhecidos fosse ignorado. Foi isso que Bombelli conseguiu realizar, fazendo

algumas suposi¢des quanto a forma que os valores \3/ 24+ —4e \3/ 2 —+/—4 poderiam ter. Ele
era capaz de desenvolver a expressao ao ponto de cancelar os termos iguais a v/ —4 e ter

que lidar, apds isso, apenas com valores reais, conseguindo chegar na solu¢do da equacdo, por
consequéncia (ROQUE, [2012).

Sendo assim, em situagdes como essa, faz-se necessdrio a utilizacdao de valores nio
pertencentes aos reais durante o procedimento, mesmo que nem o problema inicial e nem a sua

solug@o contenham termos desse tipo.

ApOs 1850, outros grandes matematicos utilizaram esses novos nimeros em seus céalculos
e, muitas vezes, até mesmo ndo considerando que eles realmente existiam. O francés René
Descartes (1596-1650), em uma de suas obras, refere-se a eles como imaginarios. E por conta
disso que hoje normalmente chamamos eles dessa forma ou de complexos. Leonhard Euler (1707-
1783) contribuiu, ao longo de sua vida, com a criagdo de importantes notacdes matematicas. No
campo dos nimeros complexos, foi ele quem definiu i como sendo o valor cujo quadrado resulta
em —1, isto €, i2 = —1. Fez também diversos avangos no estudo desses nimeros, utilizando-os
livremente em seus calculos. Outro grande génio que fez importantes progressos com os nimeros
complexos foi Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Ele foi muito importante ao relaciond-los com
a geometria e, por consequéncia, contribuir para aceitagdo geral desses objetos matematicos
(GARBI 2010). A partir da Segao[I.3] aprofundaremos os conceitos envolvidos no contetido

dos nimeros complexos.

1.3 Os numeros complexos

Nesta secao, trabalharemos os nimeros complexos em sua forma algébrica. Serao
definidas as operacdes aritméticas com esses elementos, veremos os conceitos bdsicos relativos
ao seu conteudo e faremos interpretacdes geométricas, investigando importantes propriedades.
Utilizaremos como referéncia as obras de |/Andreescu e Andrical (2006), |Avilal (2008)), Brown
e Churchill (2015)), Carmo, Morgado e Wagner| (2005), Ripoll, Ripoll e Siqueiral (2006), [Silva
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(2003)) e Stewart| (2013).

Uma das principais propriedades que percebemos nos niimeros complexos para bem
defini-los € a possibilidade de conterem valores que envolvem raizes quadradas de nimeros
negativos. Definir um novo conjunto numérico com elementos que possuem essa caracteristica

abre diversas possibilidades e enriquece em muito o estudo matematico.

Na seg¢do [I.2] foi analisado como algumas equagdes ndo podem ser solucionadas
trabalhando-se apenas com nimeros reais. Como visto, a expressdo x4 2x+ 3 = 0, por exemplo,

ao ser aplicada na férmula resolutiva das equa¢des quadraticas, gera como resultado

_ —2+4/-8
g T-

X

(1.5)

Porém, caso fosse ignorado o fato de estarmos realizando operacdes com raizes quadradas de
nimeros negativos e mantendo as propriedades dos reais, seria possivel desenvolver a expressao

[1.5]de tal forma que se possa chegar em

—244/2%2- (=2
. =2)
2
—242v/-2
x=——p = —1+v-2
e, por simples substituicdo de valores, pode-se verificar que tanto x; = —1 ++/—2 quanto

x» = —1 — /=2 solucionariam x* 4+ 2x+ 3 = 0, ji que
(x1)?+2x1+3=(—1+vV-2)2+2(-1+vV=2)+3

= 1—2V=2+(-2)—242V/=2+3=0

e, analogamente, pode ser visto que x, também € uma solugdo. Sendo assim, esse € um exemplo
de como definir os nimeros complexos gera varias possibilidades, ja que agora qualquer equagao
quadrética possui solugdo e as equacdes cuibicas que possuem raizes reais podem, de maneira
apropriada, serem resolvidas pelo método de Tartaglia (ver Secdo [[.2)). Vale deixar claro que ndo
sdo as possibilidades geradas por meio da defini¢do dos numeros complexos que, necessariamente,

a justificam.

Definicao 1.1. Dizemos que z = a+ bi é um niimero complexo ou imagindrio se a e b sdo reais

quaisquer e i é um nimero que goza da propriedade i* = —1.

O conjunto de todos os nimeros complexos serd denotado por C e compreenderemos
C* como C\{0} ﬂ A maneira como z estd escrito na Defini¢do em termos de a e b, é
o que se compreende como forma algébrica. Além disso, i serd normalmente referido como

unidade imagindria e, apesar de evitado, v/—1 podera ser considerado semelhante a i, de forma

6 C\{0} é o mesmo que C — {0}.
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que (v/—1)?> = —1. O motivo de se evitar isso envolve o conceito de funcio e serd melhor

compreendido na Seg¢do [2.3]

Pela Definigao L. T} pode-se afirmar que, por exemplo, z; =2+ 3i e zo = 5i sdo nlimeros
complexos. No caso de z», tem-se que a = 0. Os nimeros desse tipo serdo chamados de imagina-
rios puros. Além disso, perceba que qualquer valor do tipo v/—c, ¢ € R e ¢ > 0, pode ser escrito
em termos de i, j4 que, mantendo-se algumas propriedades dos reais, \/(——1) =/—1-\/c=iy/c.

Definicao 1.2. Dado z = a + bi qualquer, dizemos que a é a parte real de 7 e b é a parte

imagindria e denotamos, respectivamente, a = Re(z) e b = Im(z).

Pode-se afirmar que dados z; =a+bie zp = c+di,

n=pn<sa=c,b=d.

Algo interessante € notar que quando Im(z) = 0, o nimero complexo assume a forma
Z = a, isto €, um numero real qualquer. Com isso, pode-se concluir que todo numero real € um

caso particular dos complexos. Mais do que isso, R C C.

Serd necessario definir as operacdes aritméticas dentro do conjunto dos niimeros com-
plexos. A soma, diferenca, a multiplicagdo, a divisdo e a potenciagdo serdo vistas nesta se¢cao. No
Capitulo 2] estudaremos outra forma do nimero, uma ndo algébrica, trabalhando essas operagdes

de maneira diferente, além de abordar a extracdo de raizes enésimas.

Bem, note primeiramente que algumas operagdes sao na verdade casos especifico de
outras. A subtracdo x —y, por exemplo, pode ser interpretada como a soma entre x € um nimero
dito como oposto de y, ou seja, x + (—y), assim como a divisdo ’y—‘ pode ser interpretada como
o produto de x pelo nimero chamado inverso de y, sendo entdo o mesmo que x-y~!. Tanto o
oposto quanto o inverso estao relacionados ao elemento neutro e da operacdo e ambos seriao
definidos de maneira andloga ao que € feito nos reais. Serd definido também o conjugado de um
nimero complexo. Além disso, todas operagcdes serao tomadas de maneira que as propriedades

basicas dos numeros reais continuem validas.

1.3.1 Soma e diferenca

Considere z1 € 72, em que 71 = a+ bi e zp = ¢ +di. Definimos a soma z; + z; como
21 +22 = (a+Dbi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i. (1.6)

Tem-se que zj + z» é um nimero complexo, em que Re(z) = a+ c e Im(z) = b+d. Em relagdo a

soma, pode-se observar que o elemento neutro é e = 0 ja que z+ 0 = z, para todo nimero z € C.

Exemplo 1.2. Encontre o niimero que resulta da soma entre 71 = —3+2iezp =7+
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Solucao.
2+2=(-3+2)+T+i)=(-3+7)+2+1)i=4+3i.
O]

Para pensarmos na diferencga, facamos antes a definicdo do que é o elemento oposto
no conjunto dos nimeros complexos. Dizemos que —z é o oposto de z se z+ (—z) resulta no
elemento neutro, ou seja, z+ (—z) = 0. O oposto de zp = ¢+ di serd —zp = —c — di. E simples
ver que 22 + (—z2) = 0. Sendo assim, a diferenca z; — z serd tida como a soma com o elemento
oposto, isto &,

21— =2+ (—z22) = (a+bi) + (—c —di)
=(a+(—c))+(b+(—d))i=(a—c)+ (b—4d)i, (1.7

ou seja, um nimero complexo z tal que Re(z) =a—ceIm(z) =b—d.

Exemplo 1.3. Determine o resultado da diferenca z1 — 22, em que 71 = —3+2iezp = —7—1i.

Solucdo.
21 —22=21+(—22) = (=3 +2i) + (7 +i)
=(-34+7)+2+1)i=4+3..
[

Perceba que os calculos realizados tanto no Exemplo [I.2]quanto no[I.3]sdo equivalentes.
Isso porque no segundo foi considerado um valor para z, que € igual ao oposto do utilizado no

primeiro exemplo.

Para que fiquem explicitas, em seguida serdo destacadas as propriedades referentes a

soma.

Propriedade comutativa

2+ =24+z, Vz1,20 € C. (1.8)

Propriedade associativa

(71+z2)+B=21+(22+23), V21,202,723 € C. (1.9)

Elemento neutro

Existe um unico nimero e, sendo e = 0, tal que

z+e=z, VzeC. (1.10)

Elemento oposto

Para todo z € C, existe um unico elemento —z tal que

24+ (—2)=e=0. (1.11)
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1.3.2  Multiplicacdo, divisdo e potenciacdo

Sendo z; = a+ bi e zp = c+di e lembrando-se que i> = — 1, definiremos a multiplicagio

7122 de forma anéloga a propriedade distributiva nos ndmeros reais.

21-22 = (a+bi) - (¢ +di) = ac + adi+ bci + bdi?
= (ac —bd) + (ad + bc). (1.12)

Sendo assim, o produto z;z é um nimero complexo z, tal que Re(z) = ac — bd e Im(z) = ad + bc.
E simples ver que, para um nimero z qualquer, z- 1 = z. Isso significa que e = 1 é o elemento

neutro da multiplicacao.

1
Exemplo 1.4. Determine o resultado do produto entre 71 = 37 iezp=4+T7i

Solugado.

1 4 7 1
Zr@:(__o.@+%y: +é—4bﬁﬂ:9—?

2 2
O

Além disso, um conceito importante para os estudos dos nimeros complexos € o de
conjugado. Compreende-se 73, o conjugado de z; = ¢+ di, o nimero z; = ¢ — di, ou seja, 0

nimero que possui parte imaginaria com valor oposto ao do original.

Vejamos agora a divis@o. Definiremos o quociente ?—; como

21 a+bi (ac+bd> <bc—ad)_ (1.13)
— — L. .
722 c+di c2+4d? c2+d?

O motivo disso € o interesse em que essa operagdo seja feita de maneira equivalente ao processo

de racionaliza¢do realizado nos nimeros reais, isto &,

21 a+bi  a+bi c—di
7 c+di  c+di c—di

e dai chega-se em

21 _ (ac+bd)+ (bc—ad)i <ac+bd> <bc—ad>i
2 4d? c2+d?)”

22 2 +d?

Isso quer dizer que, para realizarmos o quociente entre dois nimeros complexos, podemos
multiplicar numerador e denominador da fragdo correspondente pelo conjugado desse segundo e,

assim, chegar no resultado correto.

Exemplo 1.5. Encontre o resultado do quociente %, emquezi =14+3iezp=—1+i

Solugdo. Pela expressao tem-se

b (R ()
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que resulta em

212
22

]

E necessdrio deixar claro também as propriedades referentes a multiplica¢do. Para isso,

elas serdo listadas em seguida.

Propriedade comutativa

21°22=22-21, V21,220 € C. (1.14)

Propriedade associativa

(z1-22) =2 (22-23), V21,22,23 € C. (1.15)

Elemento neutro

Existe um unico nimero e, sendo e = 1, tal que

z-e=z VzeC. (1.16)

Elemento inverso

Para todo z € C, existe um tinico elemento z~! tal que

z-7 =e=1. (1.17)

Propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢cao

21 (+zm)=2122+21-23, Vz1,22,23 € C. (1.18)

A potenciacdo, na forma algébrica, € realizada de maneira relativamente trabalhosa e
pode ser feita de forma equivalente aos produtos notdveis. Para fazermos (z)?> = (a + bi)?, por
exemplo, devemos simplesmente realizar o produto (a + bi)(a + bi). Analogamente, o cubo de z
é (a+ bi)(a+ bi)? e assim por diante. De maneira geral, o que se considera é que, para qualquer
inteiro positivo n,

(z1)" = (a+bi)(a+Dbi)...(a+bi), (1.19)

. J
~~

n vezes

para todo z pertencente a C e z° = 1. Além disso, algumas propriedades relativas aos nimeros
reais se mantém novamente. Podemos afirmar que 71" = 7 - 7 e, também, (7")" = 7. A
verificagdo dessas propriedades pode ser feita de maneira direta utilizando o que foi definido na

expressao|1.19

Exemplo 1.6. Encontrar o niimero cujo valor é o cubo de z =2 — .
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Solugcdo. Queremos chegar no valor de
S2=02-iP=02-i)2-i)
Assim, convém descobrir antes o valor de z2. Tem-se que
2=02-i)=02-)02—-i)=3—4i

Logo,
S=02-)(B—4i)=2—11i
O

Quanto as propriedades referentes a potenciacdo, todas as seguintes destacadas sdo

vélidas no conjunto dos nlimeros complexos.

Produto de poténcias de mesma base

=" VzeC. (1.20)

Quociente de poténcias de mesma base

Zm m—n
—=7"" Vz#0eC. (1.21)
Z
* Poténcia de poténcia
(M'=7" vzeC. (1.22)
* Poténcia do produto
(z1-22)"= ()" ()", VzeC. (1.23)
* Poténcia do quociente
n n
(Z—l) :%, V21,22 € C, 2 #0. (1.24)
2 (z2)

Algo interessante em relac@o a potenciacio é quando a base € i. Por defini¢ao, temos

que i = 1. Além disso, observe o que se segue.

o~
~
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0:i4:

Observe que os valores encontrados comecam a se repetir. Pode-se ver que i

P=P=—led =i

B=1il=P=i=i = —i. Mais do que isso, esses sdo os unicos valores que
podem ser encontrados como resultado de i, sendo n um inteiro nao negativo qualquer. Isso é
algo curioso, porque ndo existem valores reais, com exce¢do de alguns, como 1, —1 ou 0, que
formem uma sequéncia de nimeros se repetindo quando elevados a expoentes inteiros quaisquer.
Normalmente, ao se elevar um nimero real a valores distintos, obtém-se resultados diferentes
também. Todavia, propriedades de repeti¢cdo, como essa, sao comuns quando se estd trabalhando

com nimeros complexos € ndo ocorrem somente na potenciacao ou com a base i.

Teorema 1.1. Para todo n inteiro ndo negativo, i" sé pode assumir os valores 1, i, —1 ou —i.

Mais do que isso, sendon =4k~+r, comk,re Z e 0 <r <4, entdoi" =1

Demonstragdo. A verificagdao € simples. Tome um inteiro ndo negativo n qualquer. Logoﬂ

o — Akt

i , com as mesmas condi¢des estabelecidas no teorema para k e r. Assim,

Além disso, perceba que r € {0,1,2,3} e, por consequéncia, i* € {1,—1,i,—i}. O

A existéncia dessa propriedade possibilita conseguirmos descobrir, de maneira relativa-

mente simples, o valor dentre 1, i, —1 ou —i que uma poténcia de base i qualquer possui.

Exemplo 1.7. Determine qual é o valor de i'39.
Solugdo. Para descobrirmos o resultado dessa operacdo, basta primeiramente encontrarmos qual
é o resto da divisdo de 1365 por 4. E simples ver que 1365 = 341 -4+ 1, ou seja, 1 é o resto. Por

consequéncia, 1365 =l — OJ

1.4 Forma algébrica e geometria

Quando pensamos na interpretacdo geométrica de niimeros reais, compreendemos que
é possivel representar todo o conjunto R em uma udnica reta, de maneira que cada um de seus
pontos corresponde a um nimero real. Para ficar claro, veja a Figura[I.2] Podemos considerar
o ponto P = 0 como origem e, definindo o sentido positivo da reta, de forma que os nimeros
positivos estejam representados a direita de O e os valores negativos a esquerda, poderiamos

representar qualquer nimero real.

7 O motivo de podermos afirmar que um n qualquer pode ser escrito da forma 4k + » vem dos conhecimentos

relativos a divisdo euclidiana.
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Figura 1.2 — Reta real

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Todavia, ndo € possivel representar um nimero complexo z em que Im(z) # 0 na reta
real. Para realizarmos a interpretacdo geométrica desses elementos, associaremos para cada
nimero z = a+ bi um ponto P(a,b) de um sistema cartesiano aOb (ver Figura|l.3). Assim sendo,

podemos definir uma fungao

c:C - R?
z — P(a,b),

com c bijetora.

Figura 1.3 — Representacdo geométrica de um nimero complexo

0) a

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Defini¢do 1.3. Chamaremos P(a,b) de imagem ou afixo do niimero complexo z = a+ bi.

O motivo de citarmos a Defini¢do [I.3] é pelo fato de que um plano é composto de
pontos e ndo exatamente por nimeros. O que estamos fazendo, precisamente, é estabelecer
uma relacdo entre diferentes tipos de entes matematicos. Mesmo assim, a representacao do

ndmero serd muitas vezes tratada, neste trabalho, como sendo o préprio niimero, isto €, sem fazer
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distin¢do entre z e sua imagem P, deixando implicitos os conceitos envolvidos, como acontece na
prépria Figura[I.3] Além disso, ¢ vdlido salientar que o sistema de coordenadas aOb ¢ referido,
normalmente, como plano de Argand-Gauss, porém nao hd nenhuma necessidade em criar uma

nomenclatura diferente ao plano.

Perceba que todo elemento de C cuja parte imagindria é nula, ou seja, um nimero real
estd representado no eixo horizontal, que pode ser interpretado entdo como a prépria reta real.
Além disso, podemos observar também que o eixo vertical representa o conjunto de todos os

imagindrios puros.

Algo importante de ser ressaltado € que, por conta dessa interpretacdo, muitos autores
costumam escrever o nimero complexo a notacdo de par ordenado, isto é, z = a + bi seria
escrito simplesmente como z = (a,b). Assim, as defini¢des de elemento oposto e conjugado,
por exemplo, sdo notadas como —z = (—a, —b) e 7 = (a, —b), respectivamente. E uma maneira

véalida e comum de se trabalhar com os nimeros complexos.

Além da interpretacdo de pontos no plano, uma outra forma de representarmos o
nimero complexo € como vetor. Isso € vantajoso pelo fato de podermos utilizar as propriedades
ja conhecidas desse objeto matemadtico. Serd possivel agora representarmos um mesmo nimero
em qualquer posi¢ao do plano, ja que dois vetores sdo equivalentes desde que tenham mesmo
modulo, direcdo e sentido. Definiremos, para fazer a representacdo de z = a + bi, o vetor ﬁ,
sendo P(a,b) a imagem de z (ver Figura[1.4).

Figura 1.4 — Representacao vetorial do nimero

0

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

. . = . . .
O numero associado a um vetor P; P, em que P| e P> sdo imagens de z; € z», respecti-

vamente, serd descoberto realizando-se a subtracdo de sua extremidade por sua origem, isto &,

—
PB=P—-P=2—-1. (1.25)
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Perceba que na expressdo [I.25] é realizada uma igualdade pouco criteriosa, ja que
pontos estdo sendo tomados como equivalentes aos complexos associados a eles. Todavia, o que

queremos declarar € que z; — z; € o nimero associado ao vetor P P;.

Utilizaremos o conceito de vetor para compreender o médulo de um niimero complexo.
Note que o vetor 5?9 posicionado no plano conforme a Figura coincide com a hipotenusa
de um triangulo retangulo cujos catetos t€ém medida a e b. Pelo teorema que leva o nome de
Pitdgoras, o médulo de 0?, denotado por |@ |, pode ser compreendido como

|5?|2 —ap?

0P|~/ 1 b2

Assim sendo, o médulo do nimero z serd compreendido, por definicao, como

2| = |0P| = Va2 + b2, (1.26)

1.4.1 Algumas interpretacdes geométricas

A representacdo dos nimeros complexos como pontos ou vetores no plano € muito
oportuna e vdrias possibilidades surgem a partir dela. Podemos realizar a interpretacdo geo-
métrica das defini¢cdes e operacdes aritméticas, estudadas nesta se¢cao, de maneira simples e
direta. Pensando primeiramente no elemento oposto do nimero e tomando z = a + bi, podemos
interpretar sua representagao como o vetor que possui mesmo moédulo, dire¢do e sentido oposto
ou mesmo como o ponto simétrico a imagem de z em relag@o a origem O. Quanto ao conjugado,
pode-se pensa-lo como o ponto refletido em relagc@o ao eixo vertical do sistema de coordenadas
aOb (ver Figural(l.5).

Figura 1.5 — Representacdo dos elementos oposto e conjugado

P(a,b)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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Além disso, as regras do paralelogramo, conhecidas dos estudos vetoriais, continuam
vélidas. Sendo assim, a soma de dois nimeros complexos, z; = a+ bi e zp = c+di, cujas imagens
sao P e P», respectivamente, € interpretada como o vetor diagonal do paralelogramo definido
por O—Pl) e O—P;, conforme a Figura

Figura 1.6 — Interpretacdes geométricas da soma e subtragc@o entre dois nimeros complexos

P(a+ c,b+ d) /Pl(a’ b)
Pla—cb—d) .- -7
Py(c, d)
0
PQ/(_Cv _d)
(a) Representacdo da soma (b) Representagdo da subtracio

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Quanto a diferencga, entendemos z; — z; como a soma entre z; € o elemento oposto a
22, conforme estudado na Subsecio [1.3.1] Sendo assim, faremos a interpretagdo geométrica
dessa operagdo reunindo as ideias relativas a representacdo do elemento oposto e da soma, como
ilustrado na Figura[I.6b]

Figura 1.7 — Representacdo da multiplicacdo por uma constante

P,

’

P(a,b)

P, P(—a,—b)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Por fim, podemos fazer considerag¢des sobre a multiplica¢do entre um nimero complexo
z = a+ bi e uma constante real k, sendo a Figura|l.7|uma ilustra¢do dessa situagdo. Existem

diferentes situacoes a serem analisadas. Primeiramente, quando k possui valor absoluto maior
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que 1, isto é, |k| > 1, o produto kz gerard um nimero complexo de médulo maior que o de z.
Isso significa que, considerando P a imagem de z, o vetor 0—131> , correspondente a esse produto,
serd uma expansao de 573, com mesma direcdo. Entretanto, ainda nesse caso, se o valor de k
for negativo, isso implicard numa mudanca de sentido. Por outro lado, se k € um valor tal que
|k| < 1, o produto kz resultard em um nimero cujo médulo é menor que o de z. Assim, o vetor
O—P;, correspondente a essa multiplicag@o, serd uma contracdo com mesma direcao de ﬁ’ Mais

uma vez, se k < 0, entdo isso resultard em uma mudanca de sentido.

E vélido enfatizar que ao multiplicarmos z por —1 € o mesmo que obter seu elemento
oposto, da mesma forma que o seu produto por 1 nado realizaria nenhuma mudanga em sua
representacdo. Quanto a multiplicacdo por 0, especificamente, é simples chegar a conclusdao que

o resultado serd sempre associado a origem O do sistema.



2 A FORMA POLAR DO NUMERO COM-
PLEXO

A representacdo geométrica de um nimero complexo qualquer € feita no plano e
uma boa maneira de diferenciar os pontos que pertencem ao plano € utilizando as coordenadas
cartesianas. Outra forma de fazer isso € com o uso das coordenadas polares, uma opcao alternativa
de identificar posi¢des sem deixar de interpretd-las como pares ordenados e que pode ser mais

adequada no estudo da geometria analitica em diversas situagdes.

Dessa forma, este capitulo se propde a apresentar os nimeros complexos em sua forma
trigonométrica e mostra que essa representacao pode reduzir alguns cdlculos, facilitando a
compreensdo e desenvolvimento do conteudo. Utilizaremos como referéncias para este capitulo
as obras de |Andreescu e Andrica (2006)), |/Avila (2008)), Brown e Churchill (2015)), (Carmo.
Morgado e Wagner (2005) e [Silva (2003).

2.1 Coordenadas polares de pontos no plano

Considere um ponto P(x,y) € R? qualquer do plano, desde que P nio seja (0,0), em
coordenadas cartesianas. Entdo, x e y descrevem suas posigdes relativas aos eixos, de forma que
M(a,b) = N(c,d) < a=ceb=d, ou seja, qualquer ponto pode ser representado sem que haja

dubiedade de sua posi¢do com outro distinto.

Agora imagine que P(x,y) pertenga a uma circunferéncia de raio r centrada na origem e
o vetor 5? forma com o semieixo positivo das abcissas um angulo 6, definido com a orientacao
anti-hordria, que serd tratado neste trabalho em radiano, quando a unidade de medida ndo estiver
explicitada. Assim, sua posi¢do pode ser considerada como o par ordenado (r, 0), de maneira que,
equivalentemente, pontos distintos nao podem ser representados por coordenadas equivalentes,
fazendo dessa interpretacdo uma maneira alternativa de se representar corretamente pontos no

plano. E, dessa maneira, sdo definidas as coordenadas polares.

As coordenadas polares podem ser obtidas simplesmente com a informagdo de sua
respectiva posicao cartesiana e vice-versa, de maneira que para cada par ordenado existe um

unico outro correspondente, com exce¢ao da origem. Sendo assim, € possivel definir uma fung¢ao
P RA{(0,0)} = (0,e) x [0,27)

(x,y) — (,0),

com p bijetiva. J4 o motivo de se excluir o ponto P(0,0) dessa relagdo é que, apesar de compre-

endermos que ele pertenceria a uma circunferéncia centrada na origem de raio r = 0, hd o fato
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de que logicamente o vetor 0? seria nulo e ndo definiria angulo algum com o semieixo positivo

das abcissas, ao passo que seria formada a coordenada (0, 0), porém 6 indefinido.

A forma prética para se realizar essa transformacao de coordenadas € primeiramente
identificar as possiveis relagdes conhecidas entre os elementos x e y com r € 6 na disposi¢ao

em que se encontram. Para melhor compreenséo, observe a representagio feita na Figura[2.1} O

Figura 2.1 — Representacdo de um ponto

_______@_______

O x X

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

objetivo € encontrar expressdes em que os elementos cartesianos se relacionem com os polares.
Observe que nessa disposicao existe um tridngulo retingulo OX P com um angulo 6. A primeira

relacdo que pode ser percebida vem do teorema que leva o nome de Pitdgoras, ou seja,
P =x>+y 2.1

r=/x%+y2. 2.2)

As préximas vém de maneira direta das relagdes trigonométricas. Sabendo que cos 6 = =

ou ainda,

e sen® = %, tem-se também

x=rcosO e y=rsenb. 2.3)

Partindo dessas relacdes, € possivel transformar pontos quaisquer do plano ou até
mesmo curvas inteiras de coordenadas cartesianas para polares. Com o intuito de entendermos

melhor essas transformacdes, apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 2.1. Representar em coordenadas polares os pontos P (0,—1), Py <%, #) ePs <— %g, %)

Solugado.

Para todos os pontos, o objetivo serd descobrir os valores correspondentes de r e 0.
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s Em P, r=+/02+(-1)2,0=rcosO e —1 =rsen®.

Assim, r =1, cos@ =0e sen® = —1. Portanto tem-se P; (1, 37”), em coordenadas polares.

e EmP, r= \/(%)z—f— (#)2 % =rcosfB e %g =rsen0.

Assim, r =3, cos 0 = % esenf = ‘/7§ Portanto, a solugdo é P, (3,%).

e EmP3, r= \/(—%gy—k (%)2, —# =rcosOe % —rsenb.

Assim, r =5, cos0 = —@ esenf = % Portanto a solucdo é P; (5, %)

]

Exemplo 2.2. Representar em coordenadas cartesianas os pontos Py (6, %), P (10, %) e P3(1,1).

Solugdo. Tendo as informagdes sobre os elementos r e 6 de cada ponto, o objetivo agora sera

encontrar suas informagdes em x € y.

e Para P, tem-se x = 6¢cos % ey=6sen %. Assim, a solugdo é P; (3\/§7 3), em coordenadas

cartesianas.
* Para P», tem-se x = 10cos 7 e y = 10sen §. Assim, a solugdo é PZ(S\/ZS\/i).

* Para P3, tem-se x = cos | e y = sen 1. Assim a solugdo é P3(cos1,sen1).

Exemplo 2.3. Escrever as curvas x*> +y*> =9 e y = x em coordenadas polares.
Solucdo.

« Em x? +y? = 9 tem-se exemplificado uma circunferéncia centrada na origem. Como em
x*>+y? =72, entdo > = 9 ou r = 3. Essa tiltima serd a nova expressdo que a representa
em coordenadas polares. Em outras palavras, a solu¢do desta primeira parte do exemplo €
r = 3. Repare que hd nela somente a informacao do raio e isso € suficiente por significar
que independentemente do valor de 6, r = 3. Dessa forma, pdde-se expressar de maneira
simples e elegante essa curva. Sem perda de generalidade, qualquer circunferéncia centrada

na origem podera ser expressa simplesmente por sua informacao do raio.

* Na equacdo y = x, pode-se reescrevé-la como rsen 6 = rcos 8, conforme Dai vem

senf __
cos 6

expressao € a solucdo da segunda parte desse exemplo. Aqui, hd a situagdo inversa do

que 1 ou tg @ = 1. Portanto, a curva de interesse € representada como 6 = % e essa
item anterior. A Unica informacdo que necessita ser expressa € o valor do angulo, ou seja,
independentemente do raio, = Z. Assim, a representac@o dessa curva € a reta que forma

com o semieixo positivo das abcissas um angulo de 45° e contém a origem.
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]

2.2 Os numeros complexos em sua forma polar

Pode-se interpretar geometricamente os nimeros complexos como pontos no plano e,
como visto em [2.1] estes podem ser corretamente notados por suas informagdes de raio e angulo,
em vez de coordenadas cartesianas, conforme analisado. Sendo assim, os nimeros complexos
também possuem, por consequéncia, uma forma alternativa de serem escritos, da qual sera
chamada de polar ou trigonométrica, que representa uma maneira diferente de se escrever a

notacdo z = a+ bi em termos de r e 6.

Figura 2.2 — Representacdo da forma polar de um niimero complexo

)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Os elementos a e b serdo, de maneira equivalente, tomados como a = rcos0 e b =
rsen 0, ao passo que z = a+ bi é escrito como z = rcos 0 + irsen 6. Tem-se, portanto, que a

forma polar de um nimero complexo é
z=r(cosO+isenb), (2.4)

ao passo que o par ordenado (r, 0) € a coordenada polar de um nimero complexo, com r € (0, o)
e 6 € [0,27). Cabe agora fazer algumas reflexdes a respeito desses elementos. O valor de r
representa o comprimento do raio da circunferéncia centrada na origem e que contém a imagem

do ndmero z. Além disso, o valor de r coincide com o médulo de z e interpretaremos, entdo,

r = |z|, mesmo que ndo explicitado. Nessas condi¢des, convém ter em mente a disposi¢do desses

elementos como estd representado na Figura 2.2

O angulo 0 referente a imagem de um niimero z é chamado de argumento, cuja notacao

adotada serd 0 = arg(z). Note que para um nimero z o seu argumento nao ¢ tnico, ji que 6
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somado com 2k, k € 7Z, ndo alteraria a posi¢cdo de sua imagem no plano. Sendo assim, caso for
considerado que r € (0,00) e 8 € R, a expressao [2.4| pode ser escrita como

z=r(cos(0 +2km)+isen(6 +2km)), k € Z. (2.5)

Dessa forma, se z; = rj(cos0; +isenf) e 20 = rp(cos0, +isenbr),z1 =20 r =rne b —
0, = 2km, considerando z;, zo # 0 . Entretanto, apesar da infinidade de argumentos de z, dados r

e 0, estes definem um, e apenas um, nimero complexo.

Interpretaremos valores negativos de 8 como angulos definidos utilizando-se o sentido
horario e quando 0 € positivo isso significa que estd sendo utilizado o sentido convencional que

¢é o anti-horario.

No Exemplo 2.4 mostraremos uma maneira de realizar a mudanga de um nimero da
forma algébrica para a trigonométrica e vice-versa. Vale salientar que as relagdes necessarias
para realizarmos essas mudangas sdo as mesmas destacadas na Se¢do [2.1] Além disso, qualquer

outra relacdo vélida percebida poderd ser normalmente utilizada.

Exemplo 2.4. Escreva z; = /3 +i na forma polar e zo = 3(cosw+isen ) na forma algébrica.

Solugdo. O nimero z; estd representado geometricamente na Figura[2.3]

Figura 2.3 — Representacio do niimero z; = v/3 +i

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Para realizarmos a mudanca desejada, devemos descobrir os valores de r e 6 nas

disposi¢cdes em que se encontram. Para tanto, € importante perceber que

Assim,
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Também, note que

1
tgd = —
IV
V3
tg — —.
8V 3
Assim,
V3
0=tg ! 2=,
£ 73
T
0——.
6
Dessa maneira, sua forma polar é
71 = 2(cosg +isen%).

Quanto ao nimero z», encontrar sua forma algébrica significa apenas resolver as opera-

coes trigonométricas presentes em sua expressao e realizar algumas simplificagdes.
7o =3(cosm+isenm)

722 =3(—1+0).

Portanto, concluimos que

7 = —3.

2.3 Operagdes na forma polar

E compreensivel questionarmos sobre a necessidade ou vantagem de se definir uma
segunda forma para os nimeros complexos, ainda mais quando essa forma se apresenta, aparente-
mente, menos simples que a algébrica. Bem, além de abordar algumas operagdes entre niimeros
complexos, nesta secio objetivamos mostrar algumas possibilidades que a transformacgdo para

coordenadas polares nos permite.

E conveniente agora tratar novamente um pouco mais das operagdes de multiplicagio e
divisao, analisando as principais consequéncias de cada uma. Para alcancar tal intuito, considere
dois complexos quaisquer z; = r(cos 0 +isen ;) e zo = rp(cos 6, +isen 6,). Pensando primei-
ramente na multiplicacdo, € interessante verificarmos a possibilidade de se encontrar alguma

relacdo ttil ao realizarmos o produto z;z,. E verdade que

z1-22 =r1(cosB) +isen6;) - ry(cos B, +isen6;)
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e dai vem

71220 = rira((cos B) cos B, — sen ) sen B, ) + i(sen O cos 6, + sen 6, cos 6;) ). (2.6)

Bem, até o momento, ndo temos uma férmula tdo proveitosa para a multiplicacdo de
dois nimeros complexos. Porém, ¢ possivel desenvolver a expressdo [2.6] se conhecidas duas

especificas identidades da trigonometria que tratam de soma de angulos. Sdo elas

cos(0) + 6,) = cos 6; cos 6, F sen ) sen 6, 2.7)
e

sen(0; + 6,) = sen 6 cos 6, + sen 6, cos ;. (2.8)
Assim,

2120 = r1r2(cos(6) + 62) +isen(0; + 62)). (2.9)

Tem-se, portanto, que para efetuarmos o produto de dois nimeros na forma polar,
deve-se simplesmente multiplicar seus médulos e somar seus argumentos. E nesse ponto que
serd investigada uma das grandes possibilidades que a forma trigonométrica nos apresenta. A
expressdo [2.9 mostra como realizar o produto entre dois nimeros z; € z. Mas, e se substituirmos

71 € 22 pelo mesmo nimero z? E interessante observarmos o que acontece.

zz=rr(cos(0+0)+isen(60+6))

2% =r*(cos26 +isen26). (2.10)

Ora, isso significa que, utilizando a relacdo do produto [2.9] podemos encontrar uma
formula geral para o quadrado de qualquer nimero complexo e que esta operacao € feita elevando
o modulo de z a segunda poténcia e multiplicando seu argumento por 2. Cabe agora encontrar,

também, qual seria o resultado se os niimeros escolhidos fossem z e z°.

22> = rr*(cos(6 +20) +isen(6 +26))

2> =r*(cos36 +isen30). (2.11)

Dessa forma, € possivel encontrar também a relacio que expressa, de maneira genérica, o
cubo de um niimero complexo. Além disso, o resultado encontrado mostra que para encontrarmos
o cubo de z basta elevar seu médulo a terceira poténcia e multiplicar seu argumento por 3, algo
semelhante ao encontrado em Nessa situacdo, é tentador concluir que z* = r*(cosn6 +
isenn@). Entretanto, é necessdrio que isso seja provado. A demonstra¢do desse teorema serd

feita pelo método de inducdo matemadtica.
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Teorema 2.1. (Primeira férmula de Moivre) 7" = r*(cosn6 +isenn®), Vn € N.

Demonstragcdo. Primeiramente, verifica-se a validade dessa relagao para n = 1:

7' = (r(cos O +isen@))!
2! =rl(cos(160) +isen(16)),
portanto vélido. Agora, tendo como hipétese de inducao (HI) que

7" =r"(cosnO +isenn0)

seja verdadeiro para todo n natural, prova-se que também seria vdlido para o sucessor de n, ou

seja, deseja-se demonstrar que

2" = " cos[(n41)0] + isen[(n+1)6]].
Bem,
"M =[r(cos @ +isen )] !
" = [r(cos @ +isen0)]" - r(cos O +isen ).

2" = ' (cosnB +isenn®)-r(cos O +isen6)

(.

(HD)

e, pela relacdo do produto em[2.9]
2" = 1"rcos(nB + 0) +isen(nf + 0)]

2" = " cos[(n41)6] + isen[(n+1)6]].

]

Dessa maneira, tendo sido demonstrado o Teorema @, pode-se concluir que, ao
definirmos a forma polar do ndmero, obteve-se, como consequéncia, uma poderosa possibilidade
para se realizar operacdes envolvendo poténcias de nimeros complexos. Assim, o que poderia ser
inviavel na forma algébrica, como realizar o cédlculo (\/§ + i)lo, por exemplo, ndo seria grande
problema caso se utilize a forma trigonométrica. Uma informacao relevante é que essa primeira
férmula de Moivre estende-se também por todo conjunto dos inteiros, cuja demonstracao ainda
serd realizada.

E apropriado agora tratar da operacdo da divisdo entre dois niimeros complexos. Consi-

. . ~ 21
dere z; = ri(cos 0 +isen6) e 7o = rp(cos B, +isen6,), a razdo — ¢ expressa cOmo
22

71 ri(cos @ +isen6)

7 r(cosB+isen6)’
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a qual pode ser desenvolvida multiplicando-se numerador e denominador por (cos 8, —isen6,),

tendo em mente as identidades e a relacdo fundamental da trigonometria cos® 6 +
2

sen“ 0 = 1.

71 ri(cos@ +isen6)(cos B —isen6s)

o r2(cos?6, +sen? 0,)

_n [(cos 6] cos B, + sen ) sen 6,) + i(sen ) cos B, — sen 6, cos 0 )]
)

21 :
— = —(cos(0; — 6;) +isen(6; — 6,)). (2.12)
2 n
Dessa forma, podemos concluir que a divisdo entre dois niimeros complexos na forma
polar é realizada dividindo seus mddulos e subtraindo seus argumentos. Uma possibilidade
imediata que isso gera € descobrirmos qual seria o inverso de um nimero qualquer, realizando-se

menos cdlculos. Para isso, bastaria escolhermos z; = 1 e 2o = z, que resulta em

I 1

o= ;(cos(—@) +isen(—0)),
ou seja,
7= %(cos(—@)%—isen(—@)). (2.13)

Sendo agora conhecidas as relagdes de z* e z~!, podemos investigar a validade do

Teorema [2.1] para todo » inteiro. Isso seria o equivalente a provar que
z " =r""(cos(—nB)+isen(—nb))

€ valido para todo n natural. Faremos essa demonstracio pelo método de inducdo matematica,

novamente.

Teorema 2.2. 7" = r "(cos(—n0) +isen(—n0)), Vn € N.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos verificar se € valido paran = 1.

7= %(cos(—l@) +isen(—10)).

Assim, é verdadeiro para o primeiro n.

Agora, assumindo que
z "=r"(cos(—nB)+isen(—nh))

seja valido para todo n natural (HI), vamos verificar se também seria valido para n+ 1.

—(n+1) —n—1 —n_ -1

< =2 =7 I
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=r "[cos(—nB) +isen(—n0b)] ol [cos(—0) +isen(—6)]

N J/

(HD)
= r~ " Dicos(—(n+1)0) +isen(—(n+1)6)].
O

Assim, como poderiamos verificar facilmente que para n = 0 essa propriedade também

¢ vélida, fica demonstrado que a primeira formula de Moivre se estende por todo o conjunto Z.

Além das operagdes ja trabalhadas, falta ainda verificarmos como a radiciacdo acontece

nos nimeros complexos. Para tanto, é necessdrio antes defini-la.

Definicao 2.1. Dizemos que s é a raiz enésima de z se s" = z, para todo inteiro n > 2.

Por exemplo, poderiamos afirmar, entdo, que os nimeros 1, —% + \/Tgi e —% — ‘/7§i,
que estdo na forma algébrica, sdo raizes cubicas de 1, j4 que cada um deles ao ser elevado a
terceira poténcia resulta em 1. Podemos observar entdo que, em C, é possivel que um elemento
tenha mais de um valor como raiz. Isso € algo novo se pensarmos que nos reais ndo ha essa

possibilidade, ja que a raiz enésima de qualquer nimero sempre leva a apenas um tnico valor.

Porém, mais interessante que verificarmos se algum nimero € ou ndo raiz de outro seria
realizar a operagdo da radiciacdo com qualquer valor complexo e descobrirmos todas as suas
raizes de indice n. No Teorema[2.3] veremos a expressdo normalmente utilizada para se realizar

esse calculo.

Teorema 2.3. (Segunda formula de Moivre) As raizes enésimas s de um niimero z = r(cos 6 +

isen 0) sdo dadas pela formula

s:\’ﬁ<cos—+ise (2.14)
n

n

042k 0 1+ 2k
Rl nu>,keZ.

Demonstracdo. Bem, para chegarmos nessa relagdo, podemos considerar um nimero complexo

s =p(cosa+isena) e entdo a igualdade s" = z pode ser escrita como
[p(cosa+isenar)]"” =r(cosO +isenB)

ou

p"(cosna+isenna) =r(cos® +isen).
Dessa forma, podemos afirmar que
p'=r e na—0=2knm,

k € 7, conforme a Secdo [2.2] deste capitulo. Logo,

0 +2k
p:\’y; e a:u
n
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e, substituindo os valores encontrados em s, concluimos que

0+ 2k 0 +2k
5= %(cosu+isenu>.
n

n

]

A maneira de descobrir, entdo, as raizes enésimas de um nimero z na forma polar é
substituir devidamente suas informacoes de r e 8, assim como o indice n da raiz na expressao
2.14]e, como ja sabemos que essa operacao, nos nimeros complexos, pode gerar mais de um

valor, variamos k para descobrimos cada um deles.

Exemplo 2.5. Determinar as raizes ctibicas de —8.

Solugdo. Primeiramente escrevemos o nimero z = —8 na forma polar. Assim,
z=28(cosmw+isenT).

Em seguida, podemos utilizar a férmula para determinar suas raizes cubicas.

2 2
s = %(cos%m—kisen%m)

2 2
T+ 2kw n7r+ kn). (2.15)

s=2 <cos—+ise
3 3
E necessdrio agora escolher diferentes valores inteiros k, para chegar no resultado

desejado. Vamos admitir k =0, 1 e 2.

 Para k = 0, temos sy :2(c0s§+isen§) =1+/3i;
* parak =1, temos s; =2(cosm+isenm) = —2;

* para k =2, temos s = 2(003%”4—1’3%%”) =1-—+/3i.

Portanto, as raizes cubicas de —8, em C, sdo sg =1+ V3, s]=—-2esm=1— Viie

apenas elas. A representagdo geométrica dos nimeros so, s1 € s pode ser vista na Figura [2.4]

]

Entretanto, apesar de correto o resultado obtido na solu¢do do Exemplo [2.5] é com-
preensivel nos questionarmos se os valores encontrados sdo de fato as unicas raizes cubicas
de —8. Isso porque, se k € um inteiro, podemos substituir nele infinitos valores na expressao
[2.15] em vez de somente 0, 1 e 2. Sendo assim, poderiam existir, entdo, infinitas solu¢des para
esse exemplo? A resposta € ndo. Caso fossem substituidos outros valores quaisquer, seriam
encontradas apenas as raizes —2, 1 4 \/§i el — \/§i, como afirma o Teorerna
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Figura 2.4 — Raizes cubicas de (—8)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Teorema 2.4. No conjunto dos niimeros complexos, todo niimero possui n raizes enésimas.

Demonstra¢do. Fagamos a verificagdo disso, considerando s = p(cos @ +isena) raiz de z =

0+2km
n

r(cos @ +isen ). Como visto, arg(s) = o = ou

2
a:9+k<—n>.
n n

Tomemos para k os valores 0, 1, 2,..., n — 1, n, n+ 2, e assim por diante e observemos o que

ocorre.

b

Para k=0, oy =

o
n
o
n

2
parak =1, a; = +<—ﬂ>;

n

6 2
para k =2, oc2:—+2<—ﬂ>;
n n

0 2
parak=n—1, 04— :—~|—(n—1)<—7r>;
n n

0 <27r> 0
e parak=n,0,=—+n|— | =—+2m;
n n n

0 2 0 2
parak=n+1, 0,11 =—+(n+1) <—> =—+ <—> +2m;
n n n n
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Em k = n, o argumento «, torna-se equivalente a ¢, assim como o, € equivalente a
o1 € assim por diante. Além disso, pode-se verificar que 0 mesmo ocorre quando escolhemos,
para k, inteiros negativos. Os valores comecam a se repetir, a0 passo que todo nimero z possuli,

portanto, n raizes enésimas distintas.

]

No conjunto dos niimeros reais, para cada nimero existe uma, € apenas uma, raiz de
indice n. Assim sendo, poderiamos definir uma funcao f, bijetora, que associa para cada x um
valor /x. Nessas condi¢des, a nota¢do de /x pode ser associada a ideia de fung¢do de um dado
elemento. Esse é o motivo pelo qual evitaremos escrever (/7 para se referir a raiz de um nimero
complexo, ja que, para cada elemento de C, existe mais de uma raiz associada, ndo havendo

compatibilidade com o conceito de funcao.

2.4 Forma polar e geometria

Um dos focos principais deste trabalho € investigar as relagdes que os nimeros comple-
xos podem estabelecer com a geometria. Uma consequéncia proporcionada pela forma trigono-
métrica foi possibilitar a interpretacdo geométrica de operacdes além da soma ou diferenca de

maneira generalizada.

Facamos algumas investigacdes do que ocorre no plano, quando sdo multiplicados
dois nimeros em diferentes casos. Primeiramente, considere o produto apenas em complexos
unitdrios, que pertencem a uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem. Tomando u; =
(cos 0; +isenB;) e percebendo que |u;| = 1, vamos realizar a multiplica¢do entre u; e a unidade
i, para observar o que ocorre. Para tanto, é necessario que antes tomemos conhecimento das
identidades trigonométricas [|

cos (9—1—%) = —senf (2.16)

sen (6+§) =cos 6. 2.17)

Tem-se que

iu; =i(cosB; +isen6)

iuy = —sen By +icos 0,

iu] = cos (61+g) +isen (91+g). (2.18)

A veracidade de tais identidades vem dos estudos de trigonometria e ndo realizaremos as demonstragdes delas
neste trabalho.
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Figura 2.5 — Multiplicacao por i

Uy
iu1
0+

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Com isso, podemos interpretar geometricamente a operagado realizada como uma rotag@o

de 7 rad no sentido positivo do ciclo trigonométrico em torno da origem, conforme representado
na Figura[2.5]

Tendo como interesse agora analisar o produto entre dois complexos unitarios quaisquer,

vamos supor, além de uj, up = (cos 6, +isen 6,). Logo,

ujuy = uj(cos 6, +isen6,)

ujuy = cos Bru; +sen Griu;. (2.19)

Assim sendo, podemos pensar uju; como a soma dos vetores cos 6ruy e sen bhiuy, isto €, o vetor

diagonal do paralelogramo definido por eles (ver Figura [2.6).

Figura 2.6 — Produto de complexos unitdrios

ULUY

Ul

sen 6y

o

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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Podemos concluir dai que realizar o produto entre u; e u, € 0 mesmo que, geometri-
camente, realizar uma rota¢do em uy, no sentido positivo do ciclo trigonométrico em torno da

origem, de um angulo igual a arg(uy).

Para ficar clara a interpretagdo da Figura[2.6] observe primeiramente que foi considerado
um novo sistema cartesiano no plano convencional, cujo eixo das abscissas coincide com Ou;.
Com o resultado obtido na expressao[2.18] chegamos a conclusdo, entdo, que o eixo das ordenadas
desse novo plano coincide com QOiu; pelo fato de iu; ser, geometricamente, u; rotacionado em
90° no sentido positivo do ciclo trigonométrico. Note também que os vetores cos 6>u; e sen 8iu;
estdo implicitamente representados nesses novos eixos, cujos moédulos sdo cos 0, e sen 6,,
respetivamente, e tendo Oujuy a diagonal do paralelogramo definido por esses dois vetores.

Além disso, o vetor u; nao foi representado unicamente por questdes estéticas e didaticas.

Quando o produto de complexos € feito com nimeros nao unitdrios, a ideia geométrica
da rotacdo se preserva, porém hd mudancas quanto ao mdédulo do resultado desse produto.

Tomemos z; e zo quaisquer. Vamos escrever z; = rjuj € 2o = raup, U] € up unitarios. Logo,
2122 = riruup.

Como j4 é conhecida a interpretacdo geométrica de uu,, multiplicamos ele por ryr, (esta-
mos alterando seu modulo) e, dessa maneira, podemos chegar a compreensao geométrica da

multiplicacdo de dois niimeros complexos quaisquer.

Devemos fazer uma observacao relevante. Quando escolhemos um niimero z qualquer e
o multiplicamos por um complexo unitdrio u, estamos realizando na imagem de z uma rotagdo
positiva de arg(u), mantendo sua distincia a origem, isto é o nimero que resultara desse produto

tem 0 mesmo mdodulo que z. Por exemplo,

= (cos i +isen 7r>
uy = 3 l 3

pode ser pensado como o nimero ao qual precisaremos multiplicar um valor para que sua
imagem sofra uma rotagao positiva de § rad. Além disso, se desejarmos rotacionar um ponto em
% rad, diminuindo sua distancia a origem, no processo, bastaria escolhermos um niimero com

modulo menor que 1.

Agora, fagamos uma importante consideracdo sobre a radiciagdo. No Exemplo [2.5]
observe que a representagio das trés raizes cibicas de —8 na Figura [2.4] determinou um tridngulo

e, mais do que isso, um triangulo equildtero. Esse fato ndo € uma coincidéncia, como pode ser
visto no Teorema 2.3l

Teorema 2.5. As imagens das raizes enésimas de um niimero complexo z sdo vértices de um
poligono regular de n lados, inscrito em uma circunferéncia de raio /r, r = |z| centrada na

origem.

Demonstragdo. Para realizar essa demonstracdo, considere Py, P, ..., P,_1 as imagens de s,

S1, ..., Sp—1, respectivamente, que sio raizes do nimero z. Agora observe que OP; possui o
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mesmo médulo que |sg| = /r, para qualquer k € {0, 1,...,n— 1}. Assim sendo, todos os pontos

P, pertencem a uma circunferéncia de raio v/r centrada na origem.

Além disso, considere o arco PP, 1. Sua medida pode ser compreendida como

0 (2%) {9 (27:)}
Pii1)— P)=—+k+1)|— ) —|—+k|—
arg(Pyyq) —arg(Py) n+( +1) . n+ "
2
arg(Pes+1) —arg(Pr) = —.
Portanto, todo arco definido por imagens adjacentes das raizes de z tem valor 27”, isto €, o
poligono PyP; - - - P,, € regular. [

Apesar de j4 ter sido afirmado que neste trabalho poderiamos nos referir a imagem P de
um nimero complexo z como simplesmente z, deixando implicito os conceitos envolvidos, no

Teorema [2.5]isso ndo foi feito por questdes meramente arbitrdrias.



3 APLICACOES DE NUMEROS COMPLE-
XOS EM GEOMETRIA

Neste capitulo, investigaremos aplicacdes sobre o que estudamos de ndimeros com-
plexos nos Capitulos [I] e 2] na drea de geometria. Veremos problemas que sdo comumente
propostos quando estudamos esse ramo da matemaética sob a dtica interpretativa dos nimeros
complexos. Nos reservaremos a investigar aplicagdes nas geometrias plana e analitica. Além
disso, € importante destacar que, em cada aplicacao, utilizaremos notagdes de ponto e vetor
para realizar determinadas operacdes. Todavia, no contexto das manipulagdes algébricas, o que
consideraremos na verdade € que tais notacdes designardo o nimero complexo correspondente
a um determinado ponto ou vetor, ao passo que nio realizaremos operacdes, cComo soma e

multiplicacdo, entre um complexo e um vetor, por exemplo.

3.1 Distancia, ponto médio e baricentro

Aplicacdo 1. (ANDREESCU; ANDRICA, 2006) Determinar a distancia entre dois pontos Py (a,b)
e Py(c,d) no plano.

Solugcdo. Vamos tomar P; e P, como as imagens de z; = a+ bi e 2o = ¢+ di, respectivamente.
Podemos destacar um tridngulo retingulo PP} P», cuja hipotenusa tem comprimento d e os catetos
medem a — c e b —d, como ilustra a Figura sendo & a distancia de P P».

Figura 3.1 — Distancia J entre os pontos P, e P,

@)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.
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Nessas condi¢des, tem-se que

82 =(a—c)*+(b—d)?

o= \/(a—c)2+(b—d)2.

Por outro lado, lembrando-se do que estudamos no Capitulo[I] a expressdo[I.7|determina
que

z—zn=(@a—c)+(b—d)i

e, pelo conceito de médulo, estabelecido pela expressao[I.26] pode-se afirmar que

21 — 2] = /(a— )2+ (b—d)2.

Logo, a distancia, &, entre dois pontos é equivalente a
0 =l|z1 —22|.

]

Aplicacao 2. (NEVES, |2014) Determinar o ponto médio do segmento definido pelos pontos
Pi(a,b) e P(c,d).

Solugdo. Tomemos z; = a+ bi e z3 = ¢+ di como os correspondentes aos pontos P € P,
respectivamente. Chamaremos o ponto médio de P; P, de M e o complexo a ele associado de z,,.

Nessas condi¢des, podemos afirmar que

1
oYYy S
2
1
M—P =5 (P—P)
1
zm—21—§~(zz—z1)
_2_a
mTAES T
Z u+2
"2
Mais do que isso,
a+bi+c+di
=

(590232

Por consequéncia, tem-se que o ponto médio do segmento é

M(a—l—c’ b—l—d>.
2 2
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Aplicacao 3. (NEVES, 2014) Determinar o baricentrolﬂdo tridngulo cujos vértices sdo Py (ay,by),
Py(az,by) e Ps(as,b3).

Solugdo. Consideremos z1, 2 € z3 0s nimeros correspondentes a Py, P> e P3, respectivamente.
Além disso, vamos definir M como o ponto médio de PiP; e B o baricentro do triangulo,

respectivas imagens de z,, € z, (veja a Figura[3.2)).

Figura 3.2 — Baricentro do tridngulo P} P, P3

Py
M ' Py

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

P

Lembremo-nos que, em um tridngulo qualquer, o comprimento de MB € a terca parte

do comprimento da mediana correspondente, MP>. Logo,
MP, =3-MB
P-M=3-(B—M)
22— 2m =23 (2p— 7m)s
que implica em

2 ==-2zm+22)-

W =

Pelas conclusdes da Aplicacdo[2]

== (z1+22+2),

W| —

que leva em

a1 +ar+as b1 +by+b3)\ .
%:< 3 >+ 3 :

Por consequéncia, o baricentro do tridngulo é

B<al+a2+a3 bl+b2+b3)
3 ’ 3 '

' O baricentro de um triangulo é o ponto de encontro de suas trés medianas.
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3.2 Terceiro vértice de um triangulo

Aplicacdo 4. Dados dois vértices de um tridngulo equildtero, A(2,1) e B(5,3), determine o

ponto que representa o terceiro vértice desse triangulo.

Solu¢cdo. Bem, primeiramente podemos tomar os pontos A € B como imagens de z; =2+

e 2o = 54 3i, respectivamente. Além disso, vamos definir um vetor E, correspondente a um
terceiro nimero complexo.

Figura 3.3 — Terceiro vértice de um tridngulo equildtero

P
B(5,3)
A(2,1) >~o_
5
Py

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Assim sendo, perceba que uma maneira de encontrar o vértice desse tridangulo é rea-
lizando em E uma rotacao de 60° no sentido positivo do ciclo trigonométrico, mantendo sua
origem em A e assumindo como nova extremidade um ponto P; (veja a Figura[3.3), imagem de

um complexo a + bi. Isso porque um tridngulo equildtero tem seus angulos internos de 60° e
lados congruentes.

Para realizarmos essa rotacao, basta multiplicarmos o nimero correspondente ao vetor
E pelo complexo unitdrio de argumento 60° ou % rad. Logo,

— T T
AP :E- (cos§+isen§)

PI—A=(B—A)- (%—I—?l)

(a-+bi) — (2+1) = [(5+30) — (2+1)]- <%+§l>
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2 2

(a—2)+(b—1)i:%+¥i+i—\/§

(@a—2)+(b—1)i= (%—\/5>+<¥+1>i.

(@—2)+(b—1)i=(3+2i) <1+£i>

Se dois nimeros complexos na forma algébrica sdo iguais, significa que possuem partes reais

iguais e partes imagindrias iguais também. Assim,

a—2:%—\/§ ﬂ

a= >
N
3v3
b_1:%—+1 bzﬁ

Isso significa que o ponto procurado € a imagem do nimero complexo

7-2V3 4433,
~ T2 a2 *

<

ou seja,

7-2v3 4+3V3
P > , 5 )

Porém, note que P; ndo € a tnica solu¢do. Em vez de rotacionarmos zﬁ no sentido
. L. , . — .
anti-horério, poderiamos ter feito o mesmo com BA, encontrando um ponto /. Sendo assim, de

maneira andloga, chegariamos em

(7+2\@ 4—3\/§)
P, , .

2 2
U

Aplicacdo 5. Suponha que A(—2,4) e B(4,—4) sdo vértices de um tridngulo isdsceles de base
AB. Determine a coordenada do terceiro vértice desse triangulo, sabendo que o modulo dos
lados congruentes é igual a %.

Solugdo. Para resolvermos esse problema, considere P; a imagem de um complexo z = a + bi
e o terceiro vértice do tridngulo is6sceles ABP;. Como seus lados congruentes ndo possuem
necessariamente o mesmo médulo que a base AB, precisaremos descobrir algumas medidas nesse
triangulo. Primeiramente, considerando que os pontos A € B sdo as imagens de z; = —2+4ie

7o = 4 — 4i, respectivamente, vamos investigar o comprimento de sua base.
AB=B—A= (4—4i) — (—2+4i) = 6 —8i = w.

Logo,

w| = /62 + (—8)2 = V100 = 10.
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Podemos entdo pensar em realizar uma rotagdo no vetor E, assim como na Aplicacdo
e descobrir a coordenada de P;. Para tanto, € necessario perceber que o comprimento da base

AB € maior que a medida dos outros lados e, além disso, ndo sabemos o valor do angulo em que o

vetor deverd ser rotacionado. Assim sendo, devemos descobrir o valor o dos angulos congruentes

desse tridngulo e realizar uma contracdo em E A Figura auxiliard a interpretacdo do
problema.

Figura 3.4 — Terceiro vértice de um tridngulo isdsceles

A(—2,4)

(6]

1
1
1
1
1
1
1
1
1
. O
T
1
1
1
[ 8

P2 T~

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Seja M o ponto médio da base de ABP;, entdo |AM| =5 e
AM 5 /3
COSOl = =— = ———= = — = o = 30°.
AP, 10V3 2
3

. - - . 1.
Para realizarmos a rotagdo de AB, multiplicaremos w por um complexo de argumento
igual a 30°, ou ¢ rad, e médulo V3

73, para que AP| tenha comprimento % e seja feita a devida
contracdo. Assim,
— 3 /4 T
AP, :zﬁ~ £ (cos—+isen—>
3 6 6
1 V3
P-A=(6-8i) | =+—1i
I (6 —8i) [ 5t l]

(a+ bi) — (=2 +4i) :3+i\/§—4i+4\/§

3
(a+2)+ (b—4)i = (4\/3

T+3> +(V3-4)i.
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Logo,

4 4
a+2:¥—|—3 a=#

b—4=+3-4 b=+3
Dessa forma, o ponto que procuramos € a imagem do nimero

3443

ou seja,

Py <—3+;\/§,\/§>.

Poderiamos também encontrar um segundo ponto P, que satisfaz as condi¢des do

problema. Bastaria realizarmos, de maneira andloga, o processo utilizando o vetor BA em vez de

P (ﬂg, —\/§>

E. Com isso, chegariamos em

3

3.3 Vértices de um poligono regular

Aplicacao 6. Determinar as coordenadas dos vértices de um hexdgono regular inscrito em uma

circunferéncia centrada na origem, em que Py (1, \/§) € um desses vértices.

Solugdo. Tome P, como a imagem de s; = 1 +iv/3. Pelo Teorema as imagens das raizes
enésimas de um valor sdo vértices de um poligono regular de n lados. Como nosso objetivo
envolve um hexdgono, € vélido supor que s € uma das raizes sextas de algum nimero z e convém
descobrir essa resposta. Assim, pela Defini¢ao (s1)® =zou

(14+iV3)° =z

Colocando s na forma polar, poderemos descobrir facilmente o valor de z.

T . T
51 :2(cos§+zsen§).

Pelo Teorema [2.1],
(s1)0=2°. [cos (6- g) +isen <6~ g)]
(51)° =64-[1+0i] =64 =z,

que leva em
z=64(cos0+isen0).
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Assim, os vértices desse hexdgono serdo as imagens das raizes sextas de 64. Lembrando-se do

Teorema [2.3] temos que

0 +2kr 0+ 2km
s = %(cos+—+isen+—)
n

0+2k 042k
s = V64 <cosu+isen¥)

k k
s = \(76_4<cos?ﬂ+isen?n>.

Vamos agora supor valores inteiros para k.
* Para k =0, tem-se sop = 2 (cos0+isen0) = 2;
* Para k = 1, é simples verificar que obteriamos s1;

e Parak =2, tem-se sp =2 (cos%”—ksen%”) = —1+iV3.

Poderiamos descobrir, com esse processo, as outras trés raizes. Porém, basta perceber que

cada vértice desse hexdgono terd um outro correspondente que € simétrico em relacdo a ori-

gem. Sendo assim, s3 = —2, 54 = —1 — iv3e ss=1— iv/3. Portanto, os seus vértices serio
Py(2,0), P(1,3/3), Po(—1,V/3), P3(—2,0), P4(—1,—+/3) e Ps(1,—+/3) e suas representacdes
estdo ilustradas na Figura[3.5] O

Figura 3.5 — Raizes sextas de 64

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

3.4 Area e perimetro

Aplicacao 7. (ITA] 2008) Sejam r e s duas retas paralelas distando 10 cm entre si. Seja P um

ponto no plano definido por r e s e exterior a regido limitada por estas retas, distando 5 cm de r.
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2

As respectivas medidas da drea e do perimetro, em cm~ e cm, do tridngulo equildtero POR cujos

vértices Q e R estdo, respectivamente, sobre as retas r e s, sdo iguais a [...].

Solugdo. Primeiramente, considere um sistema de coordenadas com eixo horizontal coincidente
a reta r de maneira que o vértice R seja a origem. Nessas condi¢des, podemos afirmar que a

Figura [3.6|ilustra adequadamente o problema proposto.

Figura 3.6 — Triangulo equildtero POR em um sistema de coordenadas

P(a,15)

, Qe 10)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Desejamos descobrir os valores da drea e do perimetro de POR. Para tanto, basta
encontrarmos o valor de seu lado /. Considere P, Q e R as imagens de z; =a+15i,z0 =c+10i e

z = 0, respectivamente. Note que o vetor I@ pode ser obtido realizando-se uma rotac¢ao positiva
de % rad em I@ Sendo assim,

I@:I@- (cosg+isenz>

3
P—R=(Q—R)- (%Jr\/;z)

(a+15i) — 0 = [(c+10i) — 0] (l+£i>

2 2
. (1 V3.
a+15i=[c+10i] - <§+7l)
V3

a+15i = §+Ti+5i+—5\/§

a+15i= (%—5\/5) + <#+5> i
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Logo,
c
a=—-—53
2 20v/3 200V/3 .
= c=—F5—= 2=—7—+10iL
_C\/§ 3 3

1 V-
5 2+5

Dessa forma,

203
Iﬁél =|znp—z3| = ‘(T\/_—FlOi) -0

2
2 10v21

Conhecendo-se o valor do lado de POR, temos que

10v/21
2P=3- 03 =10v21 cm.

Além disso, sabendo que, em um tridngulo equilétero, o valor da 4rea é

123

A=
4 b

concluimos que

cm2.

4 3

N (10@)2 V3 175\3
= () Y

3.5 Condig¢do para que um triangulo seja equilatero

Pretendemos abordar nesta se¢do uma condi¢@o que precisa ser obedecida para que trés
pontos sejam vértices de um tridangulo equilétero, utilizando conceitos do contetido de nimeros
complexos. Porém, antes disso, fagcamos algumas consideracdes a respeito das raizes ctbicas da

unidade, que dardo sentido a algumas verificagdes que realizaremos.

Bem, se s é uma raiz cibicade 1, entdo s° =1 e

cos 2kn +isen 2kn
5§ = —— 4isen—.
3 3
Dai temos que
e k=0= 59 =cosO0+isen0 =1;
2n 2n 1 3
. k:1:>s1:cos?+isen?:—§+\/7_izw;
4r 4r 1 3
¢ kZZ:SZZCOS?—Fl‘SCH?:—E—gizwz.
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Os trés valores sdo complexos unitdrios. Para ter certeza que s, é de fato igual a w?, basta
ver que o arg(sy) = 2-arg(w). Além disso, podemos fazer algumas considera¢des importantes

sobre esses valores. Primeiramente, € simples ver que
1+w+w?=0. 3.1)

Outra observacdo € que w € o nimero que multiplicarifamos um valor para que sua imagem fosse
rotacionada em 120°. Isso porque |w| =1 e arg(w) = ZT” E, por fim, quanto as poténcias de base
w, algo que pode ser percebido € que w", para um inteiro n qualquer, sempre assume valores
equivalentes a 1, w ou w?. A verificagdo disso pode ser feita de maneira andloga ao que foi feito
no Teorema Como exemplo, w=1lew*=w.

Aplicacao 8. (FEITOSA| 2013) Provar que um tridngulo PiP,Ps qualquer é equildtero se e
somente se 71 +zow +z3w? = 0, sendo z1, 73 e 23 0s niimeros complexos correspondentes a Py,

P, e P3, respectivamente.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos considerar como hipdtese que o tridngulo € equilétero.

Logo, pode-se afirmar que Py P3 € uma rotacao positiva de 60° de P P>. Assim,

— = T /4
PPs=PP- (cos 3 +isen §>

Ps—P=(P—-P)- (%+\/7§1>

3—271 = (Zz—Z1)- <%+?l>

oL 31 i3
23 Z1—222 > 22 2Z1 ) <1

1 i3 1 iv3
— _ — _— — _— = O
73— 21 2Z2 5 Zz—l—zm + > 21

1 V3, 1 V3,
3+22 <—§—7>+Zl <—§+7l> =0

B4+w +z7w=0

ou ainda, multiplicando-se essa equagdo por w2,

Z3W2 +Zzw4 —I—le3 =0
2+ w+ 3w’ =0, (3.2)

que demonstra a primeira parte.
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Agora, deverfamos considerar que, se em um tridngulo P; P> P3 qualquer, a relagdo [3.2]
acontece, entdo ele € equilatero. Todavia, precisariamos apenas realizar o mesmo procedimento
partindo da conclusdo e chegando em

— — T . T
P1P3 =PpP- (COS — +1sen —)
6 6
. ) ) — . .. L
e, de maneira andloga, poderiamos provar que P3P, € um rotagdo positiva de 60° de P3P;.
Vale salientar que essa relacio € valida desde que a ordem dos vértice esteja no sentido anti-

horario. ]

Aplicaciio 9. Verifique se os pontos P(—10,6), Py(—4,—8) e P3(—7+7+/3,—1+3+/3) definem

um triangulo equildtero.

Solucdo. Note que Py, P, e P; estdo organizados, nessa ordem, de maneira anti-hordria, conforme
ilustra a Figura Tomando z; = —10+6i, zp = —4—8i e z3 = —7+7v3 4+ (=1 +3/3)i,
podemos verificar se esses pontos definem um tridngulo equildtero com o critério estudado na

Aplicagdo 8] ou seja, procuramos saber se

21 +2w+ Z3W2 =0.

Figura 3.7 — Tridngulo PP, P3

A(=10.6) Py(=7+ /3, —1+3V3)

Py(—4,-8)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Primeiramente,

1 V3
272

2w = (—4-28i)- (———I——i

ow=(2+4V3) + (4-2v3)i.
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Também,
W = [T+ 7V3+ (= 143v3)i)]- (—% - ?l>
zaw? = (8—4v3) + (—10+2V3) .
Assim,
21+ w4 z3w?
= (—10+6i)+2+4V3+ (4—2V3) i+8—4v3+ (—10+2V3)i
=0.
Portanto, P P, Pz € equilatero. ]

3.6 Teorema de Napoledo

Aplicacao 10. (FEITOSA| 2013) Prove que, em tridngulo equildtero ABC qualquer, se forem
construidos tridngulos equildteros em cada um de seus lados, entdo os seus ortocentros serao

vértices de um triangulo equildtero H

Figura 3.8 — Ilustracdo do teorema de Napoledao

D

E

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Demonstragdo. Queremos provar que o tridngulo POR ¢ equildtero (ver Figura[3.8)). Utilizaremos

nesta secdo a mesma notacao para o ponto e o nimero complexo associado a ele, a fim de evitar

2 Normalmente atribuido ao francés Napoledo Bonaparte (1769-1821), esse teorema pode ser demonstrado de

maneira bela e simples utilizando-se os conceitos de nimeros complexos. Além disso, a abordagem utilizada
para essa demonstracdo torna-a mais simples de ser feita do que por geometria plana.
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excessos. Dessa forma, conforme abordado na Aplica¢ao[§] o que desejamos é mostrar que

P+QW+RW2 =0.

Primeiramente, podemos notar um trio de equagdes verdadeiras baseadas na hip6tese
do enunciado, que sao
D+Aw+Cw? =0

A+Ew+Bw? =0
C+Bw+Fw?>=0

Além disso, pelos resultados da Aplicagdo 3] a expressao
P+ Qw+Rw?

pode ser escrita como

A+C+D [B+A+E C+B+F\ ,
3 3 W 3 v

1
=:5(A+C+D+Bw+Aw+Ew+cw?+&ﬂ+Fwﬂ.

Organizando de uma maneira mais interessante, temos

[(D+Aw+Cw?) + (A+Ew+Bw?) + (C+Bw+ Fn?)]

W =

=0,

ou seja,
P+Qw+Rw* =0

e POR ¢ equilatero.



CONSIDERACOES FINAIS

Em pensamento aos argumentos que justificam este trabalho, chegou-se a conclusao de
que o estudo dos nimeros complexos promove um complemento as operacdes e procedimentos
da matematica, enriquecendo essa ciéncia e gerando novas aplicagdes em diversos ramos. Além
disso, relacionar os complexos com geometria faz-se pertinente, uma vez que os conteidos

matematicos tendem a se correlacionar.

Nesse contexto, a pesquisa teve como objetivo geral investigar pertinentes associa¢does
entre esses dois conteddos, que foi atendido ao promovermos nos trés capitulos interpretagdes
que demonstram a intima relacdo entre esses conteidos, juntamente com as aplicacdes realizadas
no Capitulo 3]

Em contrapartida, objetivos especificos foram tragados. O primeiro deles foi fazer uma
contextualizagdo histérica do desenvolvimento do conjunto dos niimeros complexos, a fim de
proporcionar maior compreensao do tema, que foi cumprido ao realizarmos investigacoes da
histéria que concernem ao tema nas duas primeiras secoes do Capitulo[I] Visitou-se a relagdo do

ser humano com os nimeros e episddios que culminaram em justificar a defini¢ao dos complexos.

O segundo objetivo especifico determinado foi realizar um estudo, por meio de pesquisa
bibliografica, dos principais conceitos, relacionados aos complexos, necessdrios as aplicacdes
geométricas, investigando as propriedades e relacdes estabelecidas com formas algébrica e
polar do nimero. Cumprimos esse objetivo ao longo dos dois primeiros capitulos, estudando

definicdes, demonstrando teoremas e resolvendo exemplos que compdem esse tema.

Como ultimo objetivo especifico tragcado, propomos realizar escrita de trabalho cienti-
fico, a fim de divulgar os resultados alcangados, que faz-se cumprido com a finalizagcdo deste
trabalho, sendo esperado que o mesmo sirva de material fonte para compreensdo de conceitos

cientificos.

A pesquisa realizada partiu da hipétese de que problemas normalmente trabalhados
em geometria podem ser solucionados com a ética dos complexos. No Capitulo 3] resolvemos
problemas desse tipo, por meio dos conceitos estudados desses nimeros, confirmando a veraci-
dade da hipétese inicial e respondendo o questionamento de como essas aplicacdes poderiam ser

feitas.

As dificuldades e limitagdes enfrentadas em relacdo a escolha da metodologia, que
€ de uma pesquisa exploratdria bibliogréfica, e do tema foram a necessidade de reunir um
vasto material cientifico como referéncia para embasamento da pesquisa e o desafio em abordar
conteddos que sdo, muitas vezes, abordados em um nivel superior ao pretendido neste trabalho

de maneira simples.
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Dessa maneira, recomenda-se aos que objetivam realizar producdes cientificas sobre
esse tema, reunir anteriormente dissertacdes e livros que abordam de maneira completa os
nimeros complexos e os relacionam com a geometria, a fim de estabelecer uma estratégia que

visa abordd-los com a formalidade adequada do trabalho.
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