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RESUMO

A catendria € uma curva que sustenta seu proprio peso e, por anos, foi confundida com a parabola.
Esta presente, principalmente, nas redes de transmissdo de energia elétrica e nas pontes pénseis.
O objetivo € a andlise da catendria, considerando conceitos de geometria diferencial e o uso
do software GeoGebra para visualizacdo, andlise e compreensdo. Desenvolve-se a equacao
da catendria, utilizando um problema de valor inicial, e algumas propriedades, entre elas o
comprimento de arco da catendria, dados dois pontos e a fun¢do curvatura. Fazendo uso de uma
das equagdes paramétricas, construiu-se a equagao do circulo osculador, em um ponto arbitrério,

utilizando o modulo do vetor normal a catenaria.

Palavras-chave: Catenaria. Curvas. GeoGebra. Circulo Osculador.
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INTRODUCAO

A catendria € uma curva plana, determinada por um cabo suspenso por suas extremidades
e, que sustenta seu proprio peso. A palavra catendria significa corrente e vem do latim catena.
Devido a vasta aplicabilidade resolveu-se realizar um estudo a respeito de tal curva. Esta curva
€ encontrada em obras arquitetonicas, nos cabos de torre de transmissao, nas extremidades do
ovo, em pontes pénseis, entre muitos outros lugares. A [Figura 0.1a|exibe a curva catendria e a
exibe a catendria nos arcos da rede de alta tensido no Rio Corumbd IV.

Figura 0.1 — Catendrias

(a) A Curva Catendria

(b) Rede Elétrica no Rio Corumba IV
Fonte: Elaborada pela autora, 2022

O objetivo principal deste trabalho € a andlise da catendria, considerando conceitos de
geometria diferencial e o uso do software GeoGebra para visualizacdo, anélise e compreensao.
Destaca-se a deducdo da equacdo do circulo osculador em um ponto qualquer da catendria.
Para isto foi realizada uma revisao bibliografica, buscando a concepcao histérica, a dedugao da
equacdo da catendria e utilizar os conceitos da geometria diferencial para estudar a catendria em
varios aspectos, tais como a equagdo paramétrica, o comprimento de arco, a curvatura, o raio de

curvatura e o circulo osculador.

O Capitulo [I] aborda o contexto histérico. Inicia-se por volta do século XVII com
Galileu Galilei supondo que a curva, formada por uma corda suspensa nas suas extremidades,
era uma pardbola. Passa-se pelo surgimento da definicao da equagao do cosseno hiperbdlico -

que anos depois se tornou a defini¢do da equacao da catendria e conclui-se exibindo aplicacdes.

No Capitulo 2] desenvolve-se a equagio da catendria. Partindo das consideragdes fisicas,
e geométricas. Considerando o ponto minimo da catendria na intersecao da curva com o €ixo
v, deduziu-se a equacao diferencial da catendria e, posteriormente, construiu-se a equagao da

catendria.



20 INTRODUCAO

No Capitulo 3] apresenta-se e desenvolve-se conceitos da geometria diferencial uti-
lizando a catendria. A partir da funcdo definida pelo cosseno hiperbdlico determina-se uma
parametrizagao para a catendria. Utilizando a parametrizacdo calcula-se as férmulas para o
comprimento de arco e para a funcdo curvatura, em qualquer ponto. Utilizando a fun¢do curva-
tura define-se ao raio de curvatura. Diante disso foi possivel encontrar o circulo osculador da
catendria no ponto minimo. Ressalta-se a utilizacdo do software GeoGebra e a subsecao(3.3.1

onde desenvolve-se a equacao do circulo osculador em qualquer ponto da catendria.
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1 CONTEXTO HISTORICO

Para Boyer| (2012) o século XVII ¢ considerado o século das curvas - da cicléide, do
limacon, da catendria, da lemniscata, da espiral equiangular, das hipérboles, pardbolas e espirais

de Fermat, além das pérolas de Sluse e muitas outras.

A catendria € uma palavra cuja origem vem do latim catena e significa corrente ou
cadeia que de acordo com (2011)), € uma curva determinada por um cabo suspenso nas
suas extremidades, perfeitamente flexivel e inextensivel, sujeita apenas a forca da gravidade.
Esta curva teve seu estudo iniciado com o matemdtico Galileu Galileiﬂ que propds como a
representacio de uma parébola.

Galileu, erradamente sup0s ter encontrado outra aplicacdo da pardbola na curva
de suspensdo de uma corda ou corrente (catena) flexivel, mas mais tarde, ainda
no mesmo século, os matemadticos demonstraram que essa curva, a catendria,
néo sé ndo é uma pardbola como nem sequer ¢ dlgebra.

Em 1646, Christian Huygens provou que ndo seria uma parabola, mas o problema foi
revisado e concluido apenas quarenta e quatro anos depois, em 1691, por quatro matematicos:
Huygens, Leibniz, Jacques Bernoulli e seu irméo Jean Bernoulli (MENDES| 2017).

Segundo Boyer (2012)), Huygens mostrou que a catendria ¢ uma curva nao algébrica,
mas ndo demonstrou a férmula, utilizava uma nog¢do mais geométrica. A [Figura 1.1{exibe um

esboco ilustrando a forma do matematico de observar a catendria.

Figura 1.1 — Anotagoes de Huygens.

1 ) Ay RS ]

e __mﬂf

Fonte: Nunes (2016) apud M m

I % 1564 - + 1642
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O filésofo, tedlogo, cientista, matemdtico e diplomata, Gottfried Wilhelm LeibnizE]>
realizou fascinantes registros sobre a catendria. ParaMaor (2008), Leibniz fez questdo que todos
soubessem que por meio do seu cédlculo diferencial foi solucionado o problema da catenaria.
Maor (2008]), ainda registra que a equacao da catendria era subtendida a partir do modo como
ela é construida. A exibe o esbogo da catendria segundo Leibniz.

Figura 1.2 — Anotag¢des de Leibniz

G.G. L.Delnea Catrmaria peg
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Fonte: [Maor| (2008).

De acordo com [Pereira e Melo| (2016), houve um desafio para os mateméticos: resolver
o problema da catenaria. Surge entdo apenas trés solu¢des geométricas corretas, as de Huygens,
Jean e Leibniz, que apresentaram as propriedades, porém nao demostraram como chegar a
solucgdo.

Por volta do século XVII aconteceu o maior avango no estudo das curvas, onde Jacques
Bernoulli exp0s oficialmente, em maio de 1690, no Acta eruditorum, o desafio: “ [...] encontrar a

curva formada por um fio pendente, livremente suspenso a partir de dois pontos fixos”. (MAOR,

2008, pg. 183). Ver

Figura 1.3 — Desafio da catenaria

f

Fonte: [Maor| (2008).

2 %1646-11716
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Jacques BernoulliE] e seu irmao Jean Bernoulliﬂ fizeram grandes contribuicdes para a
catendria. Segundo Mendes| (2017), a catendria foi descoberta e apresentada por meio de cartas,

e Jean conseguiu solucionar o problema antes que o irmao Jacques.

Os esfor¢os de meu irmao foram indteis. Quanto a mim, fui mais feliz, pois
encontrara a habilidade (e digo isto sem me gabar, por que deveria esconder
a verdade?) para resolvé-lo imediatamente [...]. Na manha seguinte cheio de
alegria, fui encontrar meu irmao, que ainda lutava miseravelmente com esse né
goérdio, sem chegar a parte alguma, sempre achando, como Galileu, que a cate-
ndria era uma pardbola. Pare! Pare! Eu disse a ele, ndo se torture mais tentando
provar a identidade da catendria com a pardbola, por que ela € inteiramente
falsa. (MAOR,[2008)

Houve ainda as outras duas descobertas, de Leibniz, que usou das artimanhas do Célculo

Diferencial e, de Huygens, que utilizou de processos geométricos.

Partindo da forma como a curva é construida, levando em consideracdo a forma geomé-
trica e analitica, e sabendo que as suas solu¢des sdo geradas a partir de equagdes, teve origem
entdo a equacdo da catendria. Ainda segundo Mendes| (2017), o nome catendria foi usado pela
primeira fez pelo matemdtico Huygens, a uma carta destinada a Leibniz que a batizou com este

nome.

A curva catendria € descrita por uma funcao hiperbdlica e a pardbola por uma fun¢ao
polinomial. Se forem observadas a olho nu, nota-se a grande semelhanca e a tnica forma de
diferencid-las é por meio das equacdes. Isto se deve gracas a geometria analitica. A forma
da catendria é chamada de transcendente, pois € ndo algébrica. Esta equagdo hiperbdlica, de
acordo com Mendes| (2017), foi criada em 1757 pelo matematico Vincenzo RiccatiEI, que anos
mais tarde definiria a curva catendria. A curva catendria pode ser representada pela funcao
f(x) = acosh (2) + C, ilustrada na Figura considerando a = 1 e, a pardbola pela funcao

quadritica f(x) = ax> 4+ bx +c.

Figura 1.4 — Gréfico da Curva Catendria

Y

R‘

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

3 %1654-11705
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5 %1707-11775
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Para |Raposo| (2013), percebe-se como a catendria se tornou conhecida, principalmente
no meio da arquitetura e engenharia. A catendria invertida sustenta o proprio peso, € por sua

beleza e propriedades despertou o interesse arquitetonico.

O exemplo cldssico de aplicacdo da catendria, exibido em diversos artigos, websites,
periddicos, entre outros, sdo as pontes pénseis. Na[Figura 1.5] um tipo de ponte suspensa por
cabos, que carrega a forma de catendria. Existem relatos de pontes orientais por volta da segunda
metade do século XVII, porém da forma atual foram formadas desde o século XIX e estdo

presentes em vdrias partes do mundo, e por todo o Brasil. (TALAVERA, |2008)

Figura 1.5 — Ponte Golden Gate

Fonte: Ponte pénsil / E-CIVIL, 2020.

Ainda como exemplo da catendria, temos os tuneis que carregam a forma de um cilindro
catendrio, tanto os metropolitanos quanto os ferroviarios. A casa Mila, desenhada por Gaudi,
foi construida sem linhas retas, entre os anos de 1905 e 1907, ficou conhecida por sua estrutura
diferente. A mostra os arcos catendrios no terraco da casa. (TALAVERA| 2008)

Figura 1.6 — Arcos catendrios da Casa Mila

Fonte: |<https://pin.it/4EQet1w>, 2016.

Se houver uma aplicacdo de for¢a na catendria, estd serd distribuida igualmente por


https://pin.it/4E0et1w
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toda a curva. Esta caracteristica da catendria, de acordo com |sciencesofworld| (2012), justifica o

fato da curva estar presente na barriga de uma gravida e nas extremidades de um ovo.

Vasconcelos| (2013 mostra as aplicagcdes que partem da equacao catendria para soluci-
onar problemas reais também relacionados com a transmissao de energia elétrica. Auxiliando
com os custos de constru¢cdo, manuten¢do das redes e ainda os impactos ambientais. A aplicacdo
descrita pelo autor parte de uma carta topogréfica, onde estdo indicados os pontos que serao
interligados. As preocupacdes, explanadas por |Vasconcelos| (2013)), sdo reduzir os custos e

observar a distancia minima dos cabos com o solo.

Devido as propriedades e suas aplicacdes, alguns autores realizaram estudos fisicos
utilizando as caracteristicas da catendria. Como Sasaki e Jesus| (2016) na propagacdo de um
pulso na curva por meio de video andlise. No experimento utiliza-se, usando uma corrente com
anéis de material plastico, por ser mais acessivel e menos denso que o metal, pendurado nas

extremidades por dois dinamOmetros, ou seja, utilizando a curva catendria.

A catendria estd presente ainda em cabos de transmissao elétrica suspensos por postes;
no monumento Gateway Arch, que representa a forma de uma catendria invertida; nas constru¢des
de teia de aranha; no teto da estacdo Keleti, em Budapeste na Hungria; no Marquette Plaza, onde
a catendria é um design no prédio; e localizado no Brasil, um dos pontos turisticos de Brasilia, a

ponte Juscelino Kubitschek, entre outros.

Depois de comprovado que a equacdo da catendria ndo poderia ser descrita por funcdes

algébricas, segundo Maor| (2008)), a notagdo moderna da catendria foi dada da seguinte forma:

eax _|_ e—ax
Y= —""—"
2a

Em que a € uma constante que depende dos parametros fisicos da corrente, a massa
por unidade de comprimento, ou seja, sua densidade linear e da tensdo que € segurada. Uma
curiosidade € que a equacao nao foi apresentada dessa forma desde o comego porque o nimero e

ndo tinha simbolo, além da funcdo exponencial ser considerada inverso da func¢do logaritmica.

Baseado em [Stewart (2016), a catendria também pode ser escrita como funcao hiperbd-

lica @

cosh(ax)

y=—""+c¢c.
a

Ap6s observado um pouco da histéria da catendria, demonstra-se no préximo capitulo a

equacgdo da catendria no seu estdgio atual.

6 "Certas combinagdes das funcdes exponenciais merecem nomes especiais [...] possuem relagdo com a hipérbole,

por essa razdo sdo chamadas coletivamente de func¢des hiperbdlicas, e, individualmente, de seno hiperbdlico,
cosseno hiperbdlico e assim por diante". (STEWART] 2016, pg. 232).
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2 A EQUACAO DA CATENARIA

Como foi exposto no Capitulo[I] a catendria ¢ uma curva formada por um cabo preso
nas suas extremidades, que sustenta seu proprio peso e estd sujeita apenas a forca da gravidade
Neste capitulo serd abordado a dedugio do problema do cabo suspenso que € descrito

por uma equagdo exponencial.

Figura 2.1 — Rede Elétrica no rio Corumb4 IV

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Para isso serdo necessdrios alguns conceitos, como:

* Tensdo: a forca exercida pela corda.

* Densidade linear: a relagao da massa por comprimento.

* A primeira lei de Newton: segundo Mckelvey e Grotch! (1979) quando um objeto estd em

equilibrio estético, a soma da forca resultante € nula, ndo havendo nem aceleracdo, nem

velocidade.

Como a catendria é uma curva plana, considerar-se-4 que o eixo y intercepta a curva no
ponto minimo e que P(x,y) seja um ponto qualquer da curva, veja na Esse sistema de
coordenadas se encontra em equilibrio, pois nao ha forca externa, logo a forca resultante de toda
tensdo exercida no cabo € nula. Como ndo ocorrem forgas internas na curva, ou seja, € flexivel,

ndo encontra-se resisténcia para curvar-se na direcao da tangente a curva.
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Figura 2.2 — Curva Catendria

My

N

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

2.1 Equacao (Diferencial) da Catenaria

Nesta se¢do, tendo como referéncia principal [Stmmons (1987), modela-se a equacao da

catendria buscando a sua forma como equacio diferencial.

Partindo do ponto minimo da curva até o ponto, P(x,y), existem trés forcas, que

denotaremos da seguinte maneira:

* Tp € a tensdo do arco no ponto minimo, que age horizontalmente, da direita para a esquerda;

* WpSg, € o peso do arco entre estes pontos, que atua paralelamente ao eixo y, mas no sentido

contrario, sendo Wy a densidade linear, S € o comprimento de tal arco e g a gravidade;

* T ¢ atensdo que age na dire¢do da tangente em P e forma um angulo & com o €ixo x.

Figura 2.3 — Curva Catenaria

y

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Pelo fato do sistema estar em equilibrio estatico tem-se que:
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T+ WoSg+Tg =0 @.1)

Ao decompor a equagio de equilibrio obtém-se:

Tseno = WySg
Tcosa=T1

Dividindo membro a membro:

WoS
tgq = 2028 2.2)
Ty

: d .
Como T age na direcdo da tangente, tem-se que tgo = d_y (coeficiente angular da reta
X
tangente a curva no ponto P).
. . Wog o
Além disto, considerando que Tog € uma constante (constante de especificidade do

0
cabo), a equacao [2.2{pode ser reescrita como:

d Wi
d_ic} =aS, onde a = T(:)g. (2.3)

Sabe-se que o comprimento de uma curvaEI, gréfico da funcdo real y = f(¢), é dado por:

(Y
s_/b 1+ (E) dr. 2.4)

Assim, substituindo 2.4} em[2.3}

dy
dx

dy * dy 2
~=q- 1/1 - . 2.
Tx a /b + (dt) dt (2.5)

Derivando ambos os lados em relagdo a x:

aS

d*y dy\’
T —q- 1 - i 2.
a2~ * (dx) (26)

A equacio [2.6]¢ a equacdo diferencial ndo linear de 2° ordem da catendria.

' A demonstragio da férmula pode ser encontra em [Faria (2001).
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Considerando o modelo do problema tem-se duas condi¢des iniciais associadas a
equagio 2.6}

dx dx

1 2.7
¥(0) = P
y'(0)=0

2.2 Equacao da Catenaria
Nesta secdo determina-se a fungdo cujo gréfico € a catendria. Tal fungdo € chamada
"equagdo da catendria”. Para determind-la calcula-se a solu¢do do PVI[2.7|dado na segio[2.1]

Para determinar a solucio a equagdo diferencial, dada no PVI faz-se uma mudancga

de varidvel, utilizando o seguinte artificio:

dy
= =, 2.8
= (2.8)
Portanto:
dp d?y
dx  dx?

Substituindo na equagdo diferencial dada no PVI[2.7}

Do (VITR).

Dessa forma obtém-se uma equacao diferencial de 1° ordem de varidveis separaveis,

que pode ser resolvida integrando ambos os lados:

2.9

d
/ _P / adx.
V14 p?
Resolvendo a integral do primeiro membro da equagdo utilizando substitui¢ao

trigonométrica:
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=tgQ, com 71:<O£<7r
p=18% 2 2

dp = sec? ada.

V14 p? =seca.

Substituindo:

SCC2 (04

[ =]
Vitp2 ) seca

do

d
/—p:/secad(x
\/1—|—p2
d
/—pzln(sec(x—f—tga)-l—lq

VIi+p?

A T2 k 2.10
1+p2—n( +p>+p)+k (2.10)

Para a integral do segundo membro da equacdo[2.9] tem-se:

/adxzax+k2 (2.11)

Substituindo as equagdes e na equagao e definindo ky —k; = ¢y :

In(\/14+p*+p)=ax+c;. (2.12)

Para determinar o valor de ¢ note que, considerando a condig@o inicial y'(0) = 0, dada

no PVI e o artificio 2.8}

_v

0) =
p(0) x|

p(0) =0.
Assim, considerando x = 0 na equagdo [2.12] tem-se:

Inl =c¢;

C1 =0.

Portanto,
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In(y/1+ p*+p) = ax.

Isolando p:
( /1+p2+p) — ™

2 2
<\/1+p2) = (e* —p)
1+p2:€2ax_2peax_|_p2

1 = 2™ —2pe™

1— eZax — _2peax
1— eZax
P= —2e%
- eZax 1
pP= —2e% Qe
e 1
P=" 7 pear
X _ p—ax
p _=

— (2.13)

Substituindo 2.13]em [2.§] e, em seguida integrando em relagdo a x, ambos os lados:

_ dy
p= dx
dy e _ p—ax
D= 4
" / >
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eax+e—ax
y=——FF—"+¢2.
2a

1
Considerando a condi¢@o inicial y(0) = —, dada no PVI tem-se:
a

Cy) = 0.
Portanto, a solu¢do do PVI é:
ax —ax
gy te (2.14)
2a

A equacdo[2.14]¢ a equacdo da catendria.

Observa-se que a equagdo da catendria também pode ser escrita como:

cosh(ax
, _ coshax)
a

A |Figura 2.4]exibe a curva da catendria cuja especificidade do cabo é a = 1.

Figura 2.4 — Grafico da Curva Catendria

My

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Apropriados da equagdo da catendria, no proximo capitulo realiza-se o estudo, de

conceitos de geometria diferencial aplicados a catendria.
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3 ESTUDO DA CATENARIA

Neste capitulo aborda-se as caracteristicas da geometria da curva catendria utilizando
conceitos de cdlculo diferencial e integral. Realiza-se, seguindo Thomas| (2009) e Stewart (2013):
o célculo da equacdo paramétrica, como forma de definir valores independentes e em fungao
de um unico parametro; o comprimento de arco, que € mensuravel, permitindo assim localizar
pontos ao longo da curva, fornecendo sua distancia orientada a partir de algum ponto base, para
isso utiliza-se da equacdo parametrizada; a curvatura da catendria, que mede a velocidade com
que as curvas deixam de ser retas no plano; e o raio de curvatura, que € o raio do circulo de
curvatura, este circulo é o que melhor descreve como a catendria se comporta em um determinado
ponto. Considera-se que o leitor tenha familiaridade ou j4 teve, a0 menos, um primeiro contato

com tais conceitos.

Por defini¢do, a catendria pode ser escrita como:

cosh(ax)
y=————"
a
Considerando x como o proprio parametro ¢, segue que uma equagao paramétrica da

catendria é:

xX=t
cosh(at) - (3.1
a

y =
Existem outras formas de se parametrizar a catendria. Um segundo modo € descrito no
Apéndice

Neste capitulo utiliza-se o software GeoGebra, disponivel para uso online no enderego:
<https://www.geogebra.org/>. O GeoGebra une diversas ferramentas para trabalhar conteudos

matematicos, em uma tnica aplicacao, entre eles: dlgebra, geometria, graficos, entre outros.

3.1 Comprimento de arco da Catenaria

Nesta secdo calcula-se o comprimento de arco, S, da catendria. Em outras palavras,
calcula-se a distancia entre dois pontos ao longo da curva. Tal comprimento independe da

parametrizagdo.

Dada uma curva com equagdes paramétricas x(¢),y(¢),u <t < v. O comprimento de

arco € dado pela férmul:

' A demonstragio da férmula pode ser encontra em Simmons|(1987).


https://www.geogebra.org/
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= [V(E) (3)

Considere a parametrizagao:

xX=t
cosh(ar) -
a

y:

O comprimento de arco, S, da catendria, é dado por:

v
S = / /1 +senh2(at)dt, comu<t<v.
u

Utilizando a identidade hiperbélica: cosh?(¢) — senh?(r) = 1.

v
S:/ cosh(at)dt
u

1%

1
S = —senh(at
asen (at)

u

1
S = —senh — —senh .
asen (av) asen (au)

Como exemplo, considerando a = 1, tem-se que o comprimento de arco do ponto

A(1;1,6) ao ponto B(2;3,8), com 1 <t < 2, ambos pertencentes a catendria, é dado por:

S =senh(2) —senh(1)

g —e 24?2 —e 4l
N 2 2
g —l+et+e—e
2¢2
S=24.

Utilizou-se ainda o software GeoGebra para calcular o comprimento de arco dado dois

pontos. Na|Figura 3.1|destaca-se o fragmento da curva do ponto A(1;1,6) ao ponto B(2;3,8). O
valor AB = 2,4 € o valor do comprimento de arco calculado diretamente no geogebra.

Para calcular o comprimento de arco utilizando outras coordenadas para o ponto A e B,
acesse o link: <https://www.geogebra.org/m/mwpSwjq9>. Ainda, no link, pode-se analisar que
conforme a especificidade, a, do cabo, aumenta, mantendo-se a abscissa dos pontos fixa, varia-se

apenas as ordenadas, maior serd o comprimento de arco entre os pontos A e B.


https://www.geogebra.org/m/mwp5wjq9
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Figura 3.1 — Grafico do Comprimento de Arco na Catendria

L

Movimente os pontos A, ou B,clicando
sobre os pontos e arrastando o cursor.

Para modificar a constante de
especificidade, a, do cabo , clique
no controle deslizante “a” e movimente.

AB representa o comprimento
de arco do ponto A ao ponto B.
-1. - - - .

-8 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 1

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Apenas como observagdo, a formula do comprimento de arco também pode ser desen-
volvida utilizando a equagio da catendria|2.14, dada a funcdo

3.2 Curvatura da Catenaria

Para Stewart (2013): "A curvatura de uma curva em um dado ponto é a medida do
quio rapidamente a curva muda de direcdo no ponto". E 0 médulo da taxa de variacio do vetor
tangente unitdrio a curva, em relagdo ao comprimento de arco. Definido por|{Thomas (2009) da

seguinte maneira:
Definicao 1. Se T é o vetor tangente unitdrio de uma curva lisa, a fungcdo curvatura é

dT
ds

Partindo de uma das equagdes paramétricas desenvolvidas, € possivel obter uma medida
numérica de quanto a catendria encurva-se em um determinado ponto. Para maiores detalhes,
consultar: [Stewart| (2013) e |Anton, Bivens e Davis| (2007)).

O seguinte teorema fornece a férmula mais conveniente para a curvatura em termos do

parametro ¢.

Teorema 1. A curvatura, k, de uma curva dada por uma funcgdo vetorial, r, é expressa por:

I @) < @)
KO ="or

[\
[o5)
I
w\><
—_
+
7~ N
&
N———
(38}
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-~

9%}

I
w\><
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Este Teorema é uma consequéncia da Defini¢do[I] O procedimento de demonstracdo

encontra-se em Stewart (2013)).

Para determinar a curvatura, k(z), da catendria em um ponto qualquer, parte-se do vetor

posicdo r(t). Considerando a equagdo paramétrica 3.1} tem-se:

i o) = <t$(‘”)>

ii. 7/(t) = (1,senh(ar));

iii. /() =(0,acosh(at)).

Logo,
i j k
r'(t)xr’(t)=|1 senh(at) 0
0 acosh(at) 0
¥ (t) x r’(t) = acosh(ar)k
e

|7 (¢)|| = /12 + (senh(at)?) = cosh(at),
|F () x r’(¢)|| = acosh(at).

Utilizando o Teoremal/ll

|7 (e) xr(2)]]  acosh(at)
KO="7 0P~ (cosh(an))®”

Chega-se entdo a curvatura da catendria, dada pela férmula:

a

k(t) = (3.2)

~ cosh®(at)’

No Apéndice [B] determina-se a curvatura utilizando a parametriza¢do dada A
cosh(ax)

Figura 3.2/ exibe o grafico da catendria y = e da funcdo curvatura considerando a = 1.
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Figura 3.2 — Grafico da Curvatura da Catenaria

Y

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Com o objetivo de facilitar a visualiza¢do do valor da curvatura em cada ponto, plotou-
se no software GeoGebra a equacao da catendria, f, e a funcdo curvatura, k. O arquivo (online)

pode ser acessado no link: <https://www.geogebra.org/m/n2naetky>.

Ainda utilizando o arquivo € possivel visualizar que apenas para pontos proximos de
t = 0, conforme a especificidade, a, do cabo, aumenta, a curvatura também aumenta, ou seja,
conforme o parametro, ¢, se aproxima de zero, maior serd a curvatura. Na medida com que o

parametro ¢ se afasta de zero a curvatura no ponto diminui.

Observou-se que para t = 1 a curvatura no ponto tem valor igual a 0,6480542736639

unidades, como pode ser visualizado na|Figura 3.3

Figura 3.3 — Gréfico da Fungdo Curvatura

f - Catenaria

P - Ponto da catenaria

a - Especificidade do cabo

t - Parémetro

k - Fungéo curvatura da catenaria

®

Para variar o valor do parametro, t,
movimente o controle deslizante “t”,
ou movimente o ponto, P, com o cursor.

Para modificar a constante de
especificidade, a, do cabo, clique
no controle deslizante “a” e movimente.

P =(1,1.5430806348152)
K= (1, 0.6480542736639)

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

3.3 Raio de Curvatura e Circulo Osculador

Seja uma curva com curvatura k em um ponto P, entdo o circulo osculador € o circulo

que tem: a mesma reta tangente que a curva neste ponto P, o centro do lado concavo da curva,

compartilha da mesma curvatura k e tem raio § = = Tal raio é denominado raio de curvatura.


https://www.geogebra.org/m/n2naetky
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Utilizando a curvatura dada em [3.2] o raio de curvatura, 8, da catendria é:

B cosh?(at)
SE—

B (3.3)

Considerando a = 1, o ponto minimo é (0, 1), a catendria tem curvatura neste ponto

k =1, e o raio de curvatura 8 = 1, portanto o centro do circulo osculador é (0,2).

Assim, o circulo osculador no ponto minimo é:
(x=0)*+(y-2)>=1°

¥4y —4y+3=0. (3.4)

A |Figura 3.4/ exibe a catendria e o circulo osculador no ponto minimo (considerou-se

a = 1 para o esboco).

Figura 3.4 — Gréfico do Circulo Osculador da Catendria no Ponto Minimo

Y

y = cosh(x)

x> 4+y?—4y+3=0

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

3.3.1 Circulos Osculador da Catenaria

Nesta secdo serd deduzida a equacdo do circulo osculador em qualquer ponto da
catendria. Necessita-se conhecer o centro do circulo, C(x.,y.), pois o raio, 8, foi determinado.

Utiliza-se a defini¢do, dada na se¢do[3.3] que o circulo tem em comum a reta tangente com curva
cosh(ar)
noponto P = | t,——= |.
a

Considere o vetor, V, definido pelo centro C menos o ponto P, tal vetor é normal ao
vetor tangente. Assim, encontra-se o vetor tangente unitdrio, 7', em seguida define-se o vetor

normal unitario 7i. Como 7 tem a mesma direcdo e sentido do vetor v, e 0 médulo de vV é o raio
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do circulo osculador, ou seja, a distancia entre o ponto P e o ponto C, basta multiplicar o raio

do circulo B pelo vetor normal unitério 7. Com isso, conhecendo o ponto P e o vetor normal V,
obtém-se o centro do circulo osculador C(x,,y.). Veja a|Figura 3.5

Figura 3.5 — Gréfico dos Vetores na Curva Catendria

Y

N

S|
~

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Logo, considere a equacdo paramétrica [3.1}

r(t) = <1,M>.

Tem-se o seguinte vetor tangente a curva:
(1) = (1,senh(ar)).

Para encontrar o vetor normal unitério a reta tangente, primeiramente calcula-se o vetor

tangente unitario:

(1,senh(at))
12 4 senh?(ar)

Por meio da identidade hiperbélica, cosh? (x) — senh?(x) = 1, tem-se:

(1,senh(at))
cosh(at)

T(t) =
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() = < 1 senh(at)>

cosh(at)’ cosh(ar)

T(t) = (sech(ar),tgh(at)).

Ap6s derivar T'(¢), calcula-se o vetor normal unitério.

(—sech(at)tgh(at)a,sech®(at)a)

i(t) =
\/(—sech(at)tgh(at)a)2 + (sech?(at)a)?
(1) = (—sech(at)tgh(at)a,sech®(at)a)
\/ a2sech?(at)tgh®(ar) 4 sech*(at)a?
(1) = (—sech(at)tgh(at)a,sech®(at)a)
\/ a2sech?(at)(tgh?(at) + sech?(ar))
(1) = (—sech(at)tgh(at)a, sechz(at)a>
\/?\/sechz(at) \/tghz(at) + sech?(ar)
(1) = (—sech(at)tgh(at)a,sech®(at)a)

asech(at) - \/ tgh?(at) + sech?(at)
Por meio da identidade hiperbélica, sech? (x) + tgh?(x) = 1, tem-se:

(—sech(at)tgh(at)a,sech®(at)a)
asech(at)

7ir) =

7i(t) = (—tgh(at),sech(at)). (3.5)
A partir da equagdo [3.5|e conhecendo o raio, pode-se encontrar o vetor V.

W) = %2(‘”) -(—tgh(ar),sech(at))

bl

3e) = <_cosh2(atzl-tgh(at) coshz(at)a~ sech(at)>
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)
a a

5(e) = <_Cosh(at) -senh(at) cosh(at) >

Utilizando o fato de vV ser dado pelo centro C menos o ponto P, tem-se que:

cobta)

a

V(it)=C—P= <xc—t,yc—

Isolando o x, e 0 y., determina-se o centro do circulo osculador:

a

o (_cosh(at) -senh(ar) H)’

Yo m <cosh(at) N Cosh(at)> _ (2cosh(at)).

a a a

Assim a equacdo do circulo osculador da catendria é:

( - <_cosh(at)c-lsenh(at) +t>>2+ (y_ 2coscll1(at)>2 _ (@)2 46

Exibe-se na[Figura 3.6 a construgdo, por meio do software GeoGebra, do grafico da

catendria, do ponto, P, pertencente a curva, da fungdo curvatura, k, e do circulo osculador e seu

centro, C, todos dependendo da especificidade, a, do cabo e do parametro, ¢.

Figura 3.6 — Gréfico do Circulo Osculador

f - Catenaria

P - Ponto da catenaria

a - Especificidade do cabo

t - Parametro

C - Centro do circulo osculador
Circulo osculador

Para variar o valor do parametro, t,
k - Fung&o curvatura da catenaria

movimente o controle deslizante “t’,
ou movimente o ponto, P, com o cursor.

Para modificar a constante de
especificidade, a, do cabo, clique
no controle deslizante “a” e movimente.

Para encontrar o circulo osculador
em qualquer ponto, basta
movimentar o ponto ,P. com o cursor.

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.

Utilizando o link: <https://www.geogebra.org/m/snnnSkpc>, € possivel fazer a andlise
em qualquer ponto da curva. Pode-se perceber que para pontos onde o parametro ¢ se distancia
de zero, maior sera o raio, 8, do circulo osculador e nota-se que para t = 0, quanto maior a

especificidade do cabo a, menor serd o raio do circulo.


https://www.geogebra.org/m/snnn5kpc
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CONSIDERACOES FINAIS

Devido a aplicabilidade da curva catendria, sua equagdo recebeu grande importincia.
Neste trabalho deduziu-se a equacao da catendria por meio de uma equacao diferencial. Deduziu-
se também, o comprimento de arco a partir de uma das equagdes paramétricas, a funcao curvatura,

utilizando o vetor tangente unitario a curva, e o raio de curvatura.

A construcdo da equagdo do circulo osculador, em qualquer ponto, foi possivel por
meio do vetor normal a catendria. Além de mostrar onde a catendria aparece, desde as obras

arquitetOnicas até na natureza.

Concluiu-se que a medida com que o parametro, f, na equagdo paramétrica da catendria,
aumenta, a curvatura no ponto diminui e o raio do circulo osculador aumenta. Apenas para

pontos préximos de ¢ = 0 que a curvatura aumenta e, o raio do circulo osculador diminui.

Analisando-se para a varia¢ao da constante de especificidade, a, do cabo, os valores do
comprimento de arco e da curvatura aumentam, conforme a constante, a, aumenta, e o raio do

circulo osculador diminui, isso para pontos proximos de ¢ = 0.

Para facilitar a visualizacdo de algumas propriedades, utilizou-se o software Geogebra,
e pode-se notar como a visualizagdo grafica de um problema torna-o mais claro e compreensivel.
Espera-se que os arquivos online e manipuldveis sejam utilizados para facilitar a compreensao
dos conceitos de comprimento de arco, curvatura, raio de curvatura e circulo osculador da
catendria. Para estudos posteriores pode-se utilizar nas aulas de cdlculo a andlise desenvolvida

neste trabalho em outras curvas.






47

REFERENCIAS

ANTON, H.; BIVENS, L.; DAVIS, S. Cdlculo. Vol. 2. 8. ed. Porto Alegre: Bookman, 2007.
BOYER, C. B. Historia da matemadtica. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2012.

EVES, H. Introducdo a historia da matemdtica. Campinas, Sao Paulo: Editora da Unicamp,
2011.

FARIA, S. R. d. A catenaria. Universidade Federal de Minas Gerais, Belo Horizonte, 2001.
MAOR, E. A historia de um niimero. Rio de Janeiro: ed. Calife. - 5°, 2008.
MCKELVEY, J. P.; GROTCH, H. Fisica. Sao Paulo: Harbal, 1979.

MENDES, M. F. A curva catendria como aplicacao da fun¢do exponencial. Universidade
Federal de Sdo Carlos. Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia. Programa de Pos-Graduagdo
em Ensino de Ciéncias Exatas — PPGECE, Sorocaba, 2017.

PEREIRA, C. C.; MELO, C. B. d. S. Explorando curvas planas por meio da modelagem
matemAtica e da geometria dinAmica: Uma experiEncia com um grupo de alunos. ENEM:

Encontro Nacional de Educacdo Matemdtica. Educacdo Matemdtica na Contemporaneidade:
desafios e possibilidades, Sdo Paulo, 2016.

RAPOSO, C. S. C. M. Curvas famosas e nao sé: teoria, histérias e atividades. Universidade de
Lisboa, Lisboa, 2013.

SASAKI, D. G. G.; JESUS, V. L. B. Uma abordagem por videoandlise da propagacao de um
pulso em uma catendria. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, Sdo Paulo, 2016.

SCIENCESOFWORLD. Tiinel, ovo, grdvida: Catendria. 2012. Disponivel em:
<https://sciencesofworld.wordpress.com/2012/03/04/tunel-ovo-gravida/>. Acesso em: 24 fev.
2022.

SIMMONS, G. E. Cdlculo com Geometria Analitica: Volume I. Sdo Paulo: McGraw-Hill, 1987.
STEWART, J. Cdlculo: volume II. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.

STEWART, J. Cdlculo: volume I. Sao Paulo: Cengage Learning, 2016.

TALAVERA, L. M. B. Parédbola e catendria: historia e aplica¢des. s.n., Sdo Paulo, 2008.
THOMAS, G. B. Cdlculo: volume II. 11. ed. Sdo Paulo: Addison Wesley, 2009.

VASCONCELOS, J. G. S. F. Fung¢des hiperbdlicas: Historia, conceito e aplicacdo. Universidade
Federal do Amazonas, Manaus, 2013.


https://sciencesofworld.wordpress.com/2012/03/04/tunel-ovo-gravida/




Apéndices






51

APENDICE A - EQUACAO
PARAMETRICA DA CATENARIA

As equacdes paramétricas podem ser determinadas de diversas maneiras. Outra forma
de descrever a equagdo paramétrica da catendria € eliminando as exponenciais por meio de

logaritmos:

eax_}_efax
= 2a

Considerando t = e¢**, tem-se:

Int
(1) lnt:ax:>x:i;
a

Portanto, a equagdo paramétrica da catendria é:

Int
x:i,t>0
1
t+; . (A.1)
y:

2a
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APENDICE B — CURVATURA DA
CATENARIA

Como foi determinado no outra equagao paramétrica, pode-se encontrar outra
funcdo curvatura da catendria utilizando a equacdo |A.1

1
Int t+;
)= —i+—=j+0k
r(t) a + 2a J+

Assim,
1. -1
") = — .
r(t) at 2at? J
1 1
”t — o
(1) ( at2) ar??
i J k
1 -1
F)xr(f)=| at  2ar?
1 1
- — 0
at>  at3
1 -1, 2+1
/ t 99 t —
r() < (1) a’tt 2a2t4 2a%t4
Portanto,

2
, wny 1
I7(0) %7 (0)]) = 5y
Aplicando o Teoremal ] tem-se:
?+1
_ @<l _ 2424

{O=" P <t2+1)3

2at?



54 APENDICE B. Curvatura da Catendria

Logo, a curvatura da catendria é dada pela férmula:

4at®
k(t) =573 B.1
(1) (21 1)2 (B.1)
h
onde considera-se t = e** para parametrizag¢do da catendria y = comay) (ax) .
a

Figura B.1 — Gréfico da Curvatura da Catendria

y

Fonte: Elaborada pela autora, 2022.
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