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RESUMO

Os fractais, objetos matemáticos que apresentam em si mesmos a propriedade de autossimilari-
dade, são capazes de despertar o interesse de matemáticos e não matemáticos, algumas razões
para isso são sua aparente irregularidade, sua complexidade e sua beleza. A dimensão fractal,
ferramenta utilizada pela Geometria Fractal para o estudo desses objetos, pode ser empregada,
também, a objetos que não são considerados fractais. Esse trabalho tem como objetivo o estudo
da Geometria Fractal, com enfase, na dimensão de Box-Counting, exibindo, a partir da pesquisa
bibliográfica, o que é essa área da matemática, sua importância e sua história. Mostra-se, tam-
bém, aplicações nos campos da geografia, medicina, economia e arquitetura. Realiza-se uma
revisão acerca de noções de topologia com conceitos de métrica, espaço métrico, bolas, esferas e
coberturas. Por fim apresenta-se como é feito o cálculo da dimensão fractal de Box-Counting,
além de uma maneira de aproximá-la utilizando o método dos mínimos quadrados, de forma
manual e também através do uso do software Matlab. Como aplicação calcula-se a dimensão
fractal de box-couting das fronteiras do Brasil e do município de Anápolis, localizado no estado
de Goiás - Brasil.

Palavras-chave: Geometria Fractal. Dimensão Fractal. Topologia. Espaços Métricos. Irregulari-
dade.
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INTRODUÇÃO

Ao discorrer sobre Geometria, o matemático polonês Benoit Mandelbrot ilustra que
“nuvens não são esferas, montanhas não são cones, litorais não são círculos e as cascas das
árvores não são lisas, tampouco os raios se deslocam em linha reta1”(MANDELBROT, 1977,
p.1, tradução nossa), por essa razão torna-se extremamente difícil estudar as formas naturais
por meios convencionais como a Geometria Euclidiana, que se baseia nos axiomas, definições e
postulados elaborados por Euclides.

Barbosa (2005) afirma que Mandelbrot definiu como sendo fractais os objetos matemá-
ticos que apresentam como principal característica a autossimilaridade.

Ademais, Barbosa (2005) elucida que o surgimento da Geometria Fractal se deu por
volta da década de 1970 quando Mandelbrot, ao trabalhar com certo ruído em linhas telefônicas,
percebeu um padrão familiar que se assemelhava a uma antiga obra do matemático Georg Cantor,
chamada poeira de Cantor. Desde então, Mandelbrot começou a buscar padrões, muitas vezes
difíceis de se perceber, e estuda-los, buscando uma maneira de formalizar essa nova ciência.

Este trabalho tem como objetivos: apresentar o contexto histórico relativo ao surgimento
da geometria fractal e algumas de suas aplicações; explicar os conceitos de métrica métrica,
espaços métricos, bolas e esferas; definir e calcular a fórmula geral da dimensão fractal de
Box-Counting; utilizar o método dos mínimos quadrados para a obtenção de uma aproximação da
dimensão fractal de Box-Counting; exemplificar o cálculo da dimensão fractal de Box-Counting

a partir da fronteira dos Brasil e do município de Anápolis, Goiás, Brasil.

Durante a elaboração do estudo, as pesquisas foram referendadas em várias bibliografias,
incluindo obras, dissertações de teses publicadas por cientistas, e artigos acadêmicos encontrados
em sites especializados a essa temática.

Para facilitar o entendimento dos conceitos apresentados, o trabalho foi dividido em
três capítulos. O Capítulo 1 destina-se ao conhecimento da Geometria Fractal, suas aplicações,
sua importância, e a história do seu surgimento.

Já no Capítulo 2 é feita uma revisão acerca de noções de topologia com informações
sobre conceitos dentro dessa área como métrica, espaços métricos, bolas e esferas e coberturas,
objetivando trazer uma base conceitual para as considerações no estudo da dimensão fractal de
Box-Counting.

Por fim, no Capítulo 3 destina-se à definição de dimensão fractal, traz o conceito de
dimensão fractal de Box-Counting, como fazer uma aproximação dessa dimensão utilizando o

1 Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor does
lightning travel in a straight line.
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método dos mínimos quadrados manualmente e por meio do software MATLAB.



1 GEOMETRIA FRACTAL E SUAS APLI-
CAÇÕES

Neste capítulo realiza-se uma breve explicação sobre o conceito de Geometria Fractal,
sua história, a razão de seu surgimento e o porquê de ser considerada uma geometria não
euclidiana. Na sequência apresenta-se algumas aplicações dessa ciência, tais como em obras
arquitetônicas, no cáculo da dimensão de bacias hidrográficas, na diferenciação entre tecidos
humanos saudáveis ou doentes e nos padrões encontrados na bolsa de valores.

1.1 Contexto Histórico

Azevedo e Christofoletti (2007) afirmam que o surgimento da geometria ocorreu no
Egito Antigo a partir da necessidade de medição de terras próximas ao rio Nilo, mas a região em
que mais se propiciou o desenvolvimento desse campo da matemática foi a Grécia, com grandes
filósofos e matemáticos como Aristóteles, Arquimedes, Pitágoras, Euclides e muitos outros que
contribuíram para o crescimento dessa ciência magnífica.

O uso da geometria para o estudo de assuntos relacionados à natureza era, até recente-
mente, feito por meio de objetos euclidianos, porém observou-se que em várias situações esse
método mostrava-se insuficiente ou demasiadamente complexo. Esse fato levou ao surgimento
de geometrias não euclidianas, como a geometria esférica, elíptica e hiperbólica, que negavam
o 5º postulado de Euclides 1 e que possibilitaram o surgimento de instrumentos como o GPS
(Sistema de Posicionamento Global), que é usado para aumentar a eficiência do cálculo da rota
mais curta quando se quer locomover de um lugar para outro.

Barbosa (2005) afirma que, utilizando-se do termo latino fractus, que significa quebrar,
criar fragmentos irregulares, Bennoit Mandelbrot, por volta do ano 1975, nomeou fractais os
objetos que, ao serem analisados, constituem uma imagem de si próprios em cada uma de
suas partes, em outras palavras, são objetos que possuem a habilidade de autossimilaridade ou
autossemelhança, ainda que apresentem aspectos de uma imagem irregular.

Nascimento, Silva e Maciel (2012) afirmam que a geometria fractal é chamada não
euclidiana em razão de nenhum dos cinco postulados de Euclides ser satisfeito por ela. A
diferença entre a geometria fractal e a euclidiana encontra-se na definição de dimensão. Assis et
al. (2008) define a dimensão euclidiana como sendo a representação do número de coordenadas
necessárias para descrever uma forma euclidiana.Por exemplo uma coordenada descreve uma

1 E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faça os ângulos interiores e do mesmo lado menores do que dois retos,
sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estão os menores do que dois
retos. (EUCLIDES, 2009)
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linha, duas coordenadas um plano e três coordenadas um volume. Ao se tratar de geometria
fractal, Silva e Souza (2010) afirmam que o cálculo da dimensão fractal leva em conta que
a dimensão de um objeto vai depender do seu formato, grau de irregularidade, aspereza e
fragmentação, e também, do espaço que o objeto ocupa no espaço métrico em que está inserido.
A dimensão Euclidiana é dada por números inteiros, enquanto a dimensão fractal permite que a
dimensão do objeto seja fracionária, onde sua variação se dá de acordo com as irregularidades
do mesmo. A Figura 1.1 exibe uma exemplificação de ambas.

Figura 1.1 – Comparação entre Dimensão Euclidiana e Dimensão Fractal.

Fonte: Siqueira (2005).

A partir das palavras de Siqueira (2005), o surgimento da geometria fractal se deu em
razão da necessidade de um conceito de dimensão que tornasse possível explicar as diversas
formas encontradas na natureza como nuvens, montanhas, turbulências, árvores, e outros.

Apesar de diversos estudiosos terem observado padrões dentro e fora da matemática,
foi o matemático Benoit Mandelbrot quem se empenhou em estudá-los e criar uma maneira
de formalizar esses estudos. Tudo começou por volta de 1961, na época em que Mandelbrot
trabalhava na empresa IBM, International Business Machines Corporation quando, de acordo
com Barbosa (2005) ele fez uso de um antigo trabalho de Georg Cantor para resolver um
problema em de ruído nas linhas telefônicas.

Na Figura 1.2, são apresentados alguns exemplos de padrões econtrados em meio
natural, que podem ser vistos como inspiração para a construção de fractais matemáticos.

Figura 1.2 – Exemplos de fractais.

(a) Folha. (b) Floco de Neve. (c) Pulmão Humano. (d) Raio.

Fonte: Marciano (2020); Kljatov (2017); Sousa (2013).

É possível observar na fala de Richard Bentley (estudioso do século XVII) citada por
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Mandelbrot (1977), que realizar comparações entre a natureza e as formas euclidianas pode ser
considerado uma ideia obsoleta.

Toda pulcritude é relativa... Não devemos... acreditar que as margens do oceano
estejam realmente deformadas, porque não têm a forma de um baluarte regular;
nem que as montanhas estão fora de forma, porque não são pirâmides exatas ou
cones; nem que as estrelas sejam colocadas de modo inadequado, porque não
estão todas situadas a uma distância uniforme. Essas não são irregularidades
naturais, mas apenas no que diz respeito às nossas fantasias, nem são incomo-
dativas para os verdadeiros usos da vida e os desígnios do homem estar na terra.
(MANDELBROT, 1977, p. 6, tradução nossa) 2

O conceito de Geometria Fractal pode ser descrito como sendo a ciência que estuda os
fractais. Essa ciência possui aplicabilidades em diversas áreas do saber, entre as quais pode-se
citar a medicina, a biologia, as ciências computacionais, a geografia, e a economia.

Além das formas encontradas na natureza, existem fractais que podem ser construídos
matematicamente, através de parâmetros como é o caso do Conjunto de Cantor (também chamado
de Poeira de Cantor), da Curva de Peano, da Curva de Hilbert, da Curva de Koch, do Triângulo
de Sierpinski e vários outros. A Figura 1.3 exibe imagens de alguns desses fractais.

Figura 1.3 – Fractais construídos matematicamente.

(a) Conjunto de Cantor. (b) Curva de Koch. (c) Triângulo de Sier-
pinski.

Fonte: Barbosa (2005).

Observe que, a partir da Figura 1.3, cada um desses fractais segue um tipo de padrão, e
que ao se analisar partes menores do conjunto, pode-se encontrar imagens semelhantes à forma
maior.

1.2 Aplicações da Geometria Fractal

A Geometria Fractal é a ciência que estuda os objetos conhecidos como fractais, o
médodo utilizado para esse estudo se dá através do cálculo da dimensão do objeto, que, diferen-
2 All pulchritude is relative.... We ought not... to believe that the banks of the ocean are really deformed, because

they have not the form of a regular bulwark; nor that the mountains are out of shape, because they are not exact
pyramids or cones; nor that the stars are unskillfully placed, because they are not all situated at uniform distance.
These are not natural irregularities, but with respect to our fancies only; nor are they incommodious to the true
uses of life and the designs of man’s being on earth. (MANDELBROT, 1977)
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temente da dimensão euclidiana, leva em consideração o nível de irregularidade, rugosidade e o
espaço ocupado pelo objeto.

Os métodos para estimativa da dimensão fractal podem ser diversos. De acordo com
o objetivo do estudo pode haver um método específico a ser empregado, Backes (2006) Traz
alguns exemplos de métodos de cálculo da dimensão fractal como Box-Counting, Hausdorff,
Massa-Raio, Intersecção Acumulativa, Dividers e Bouligand-Minkowski.

As aplicações desta área da matemática podem ser muito diversificadas, pois por meio
dela existe a possibilidade de estudo de objetos ditos autossemelhantes e também objetos que
não o são. A abrangência dessa ciência pode abarcar estudos em geografia, medicina, biologia,
arquitetura e diversas outras áreas. Nesta seção destaca-se os usos da Geometria Fractal que se
estendem para além da matemática pura.

Para a estimativa, avaliação e caracterização de formas geomorfológicas irregulares, da
rede de drenagem da bacia hidrográfica do Caeté, em Alfredo Wagner, Santa Catarina, Brasil,
Vestena e Kobiyama (2010) fazem uso do método do cálculo da dimensão fractal através do
método de Box-Counting. Segundo os autores, a importância da dimensão fractal da rede de
drenagem se dá em razão da possibilidade de se fazer a caracterização das propriedades da
escala e também por indicar a associação entre medida e escala, tendo em vista que as medidas
geomorfológicas, o comprimento dos cursos fluviais, a densidade de drenagem e a declividade
são geralmente mensurados em mapas e utilizados para a realização do planejamento do manejo
da bacia hidrográfica.

Uma das obras arquitetônicas mais famosas de Gaudí, a "Sagrada Família"é dotada
de diversas qualidades que a tornam única, como sua estrutura, leveza e boa acústica. Em seu
projeto foram utilizadas formas euclidianas como hiperboloides, paraboloides, helicoides e
elipsoides, porém isso não torna a geometria euclidiana ideal para os cálculos das dimensões
dessa monumental construção. Por conta da rugosidade e do estilo de sua infraestrutura peculiar,
é evidente que a geometria fractal melhor se adapta à sua representação. (SAMPER; HERRERA,
2015)

Velaquez et al. (2014) buscou estudar padrões obtidos em artérias de suínos, para isso
foi injetada uma substância em parte da amostra e placebo em outra para ser utilizada como
grupo controle. Em seguida verificou, do ponto de vista geométrico, a partir do método de
Box-Counting, a diferença entre o estado de saúde das artérias dos indivíduos, em restenosadas
ou normais, a partir do espaço ocupado por elas.

O uso da dimensão fractal se estende, também, para a área da economia. Miguel (2005)
traz uma comparação entre a dimensão fractal dos gráficos da série IBEX353 e as generalizações
do movimento browniano4 fracionário e L-estacionário, a fim de analisar as consequências ao

3 Índice de referência da Bolsa de Madrid, gerido pela Bolsa y Mercados Españoles (BME).
4 Miguel (2005) define o movimento browniano clássico como sendo um processo que começa na origem, em que

os incrementos são independentes e identicamente distribuídos de acordo com uma normal com média zero e
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descrever como um processo estocástico esse tipo de séries temporais.

Em medicina, Rodriguez et al. (2012) caracteriza, através do método de Box-Counting,
o ventrículo esquerdo durante a dinâmica cardíaca em busca de encontrar padrões entre aqueles
que, possivelmente estariam saudáveis ou doentes. A partir disso, em sua pesquisa, conclui que as
dimensões fractais dos ventrículos, durante a dinâmica cardíaca, classificados clinicamente como
normais ou anormais (levemente, moderadamente ou severamente alterados) sofrem signifivativas
variações.

Ainda em medicina Velasquez et al. (2020) utiliza a geometria fractal para caracterizar
o grau de irregularidade de células sanguíneas falsiformes em humanos, seu objetivo ao realizar
tal pesquisa foi de contribuir para a geração de um novo sistema de medida que torne mais fácil
o reconhecimento dessas células para assim possibilitar um diagnóstico mais preciso de doenças.

Assim, observa-se que os estudos envolvendo a geometria fractal são inúmeros e que a
cada dia novas pesquisas se iniciam em busca de formas de utilizar essa ciência para o benefício
da humanidade.

variância proporcional ao incremento de tempo.





2 NOÇÕES DE TOPOLOGIA

O objetivo deste capítulo é trazer ao leitor algumas noções de topologia, tais como
métricas, espaços métricos, bolas, esferas e coberturas. A finalidade de apresentar esse conteúdo
é tornar mais compreensíveis os conceitos que virão a ser apresentados no Capítulo 3.

2.1 Métrica

Segundo Lima (1993) uma métrica em um conjunto M é definida como uma função
d : M×M → R que associa cada par de elementos x, y, pertencentes a M, a um número real,
d(x,y), que recebe o nome de distância de x a y de modo que sejam satisfeitas as seguintes
condições para quaisquer x, y e z pertencentes a M:

d : M×M → R
(x,y) 7→ d(x,y).

(I) d(x,x) = 0;

(II) Se x ̸= y, então d(x,y)> 0;

(III) d(x,y) = d(y,x);

(IV) d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z).

Nos próximos exemplos exibe-se algumas métricas em determinados conjuntos1:

Exemplo 2.1. Uma das métricas referentes ao espaço dos números reais R.:

Dados os pontos x e y pertencentes a R, uma métrica que define a distância entre eles é:

d(x,y) = |x− y|.

Exemplo 2.2. Uma das métricas referentes ao espaço euclidiano R2.

Dados os pontos z e z′, onde z = (x,y), z′ = (x′,y′) ∈ R2. Uma métrica que define a
distância entre eles é:

d(z,z′) = max{|x− x′|, |y− y′|}
1 Os exemplos aqui apresentados podem ser encontrados, com mais detalhes, em (LIMA, 1993) .
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Exemplo 2.3. Uma das métricas referentes ao espaço euclidiano Rn.

Dados os pontos A(x1,x2,x3, ...,xn) e B(y1,y2,y3, ...,yn) pertencentes a Rn, uma métrica
que define a distância entre eles é:

dAB =
√

(x1 − y1)2 +(x2 − y2)2 + ...+(xn − yn)2 =

[
n

∑
i=1

(xi − yi)
2

]1/2

.

Exemplo 2.4. Uma métrica referente ao espaço de funções limitadas 2 f : X → R, indicado por

B(X ;R), pode ser definida para duas funções arbitrárias f e g, pertencentes a B(X ;R), como

sendo:

d( f ,g) = sup
x∈X

| f (x)−g(x)|,

Onde sup representa o supremo do conjunto de valores.

2.2 Espaços Métricos

Ainda de acordo com Lima (1993) um espaço métrico pode ser definido como sendo
um par (M,d) onde M é um conjunto e d é uma métrica definida dentro desse conjunto. Os
elementos de um espaço métrico podem ser definidos de forma arbitrária como números, pontos,
funções, entre muitos outros. Podemos listar como exemplos de espaços métricos: o espaço
euclidiano Rn; os espaços vetoriais normados; os produtos cartesianos de espaços métricos; e o
espaço das funções; se forem definidas métricas associadas a eles.

2.3 Bolas e Esferas

Lima (1993) ressalta a importância de compreender os conceitos de bola aberta, bola
fechada e esfera no entendimento dos espaços métricos, os quais estão listados a seguir.

Definição 2.1. Bola Aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja

distância ao ponto a é menor que r, ou seja, B(a;r) = {x ∈ M;d(x,a)< r}.

Exemplo 2.5. No plano R2, a bola aberta de centro a = (a1,a2) e raio r, B(a,r), é o interior

de um cículo de centro a e raio r, representado por (x−a1)
2 +(y−a2)

2 < r2 , ou o interior de

um quadrado de centro a e lado 2r, representado por: |x−a1|< r e |y−a2|< r, ou então o

interior de um quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eixos, ambas de comprimento

2r, representado por |x−a1|+ |y−a2|< r. A representação gráfica dependerá da métrica

escolhida.
2 Uma função real f : X → R chama-se limitada quando existe uma constante C =C f > 0 de modo que | f (x)| ≤C

para todo x ∈ X (LIMA, 1993)
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Figura 2.1 – Bola aberta de centro a e raio r.

Fonte: Adaptado de Lima (1993).

Definição 2.2. Esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a;r), formado polos pontos de M que

estão a uma distância igual a r do ponto a, ou seja, S(a;r) = {x ∈ M;d(x,a) = r}.

Exemplo 2.6. Do exemplo anterior, a esfera de centro a = (a1,a2) e raio r, S(a,r) representa a

borda da figura correspondente. O primeiro caso pode ser representado por (x−a1)
2 +(y−a2)

2 = r2,

o segundo por |x−a1|= r e |y−a2|= r e o terceiro caso por |x−a1|+ |y−a2|= r.

Figura 2.2 – Esfera de centro a e raio r.

Fonte: Adaptado de Lima (1993).

Definição 2.3. Bola Fechada de centro a e raio r é o conjunto B[a;r], formado pelos pontos de M
que estão a uma distância menor ou igual a r do ponto a, ou seja, B[a;r] = {x ∈ M;d(x,a)≤ r}.

Exemplo 2.7. Analogamente aos exemplos anteriores, a bola fechada de centro a = (a1,a2)

e raio r, em R2, B[a,r] é representada pelo interior e a borda de um circulo de centro a e

raio r, simbolicamente (x−a1)
2 +(y−a2)

2 ≤ r2; pelo interior e a borda de um quadrado de

centro a e lado 2r, dessa forma |x−a1| ≤ r e |y−a2| ≤ r; ou pelo interior e a borda de um

quadrado de centro a e diagonais paralelas aos eixos, ambas de comprimento 2r, ou seja,

|x−a1|+ |y−a2| ≤ r.

Figura 2.3 – Bola fechada de centro a e raio r.

Fonte: Adaptado de Lima (1993).

Após definir os conceitos de bola aberta, bola fechada e esfera, pode-se afirmar que
uma bola fechada de centro a e raio r é a união da bola aberta de centro a e raio r com a esfera
de centro a e raio r, ou seja, B[a;r] = B(a;r)∪S(a;r)
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2.4 Cobertura:

Lima (1993) define uma cobertura de um conjunto X :

Definição 2.4. Seja X um subconjunto de um espaço métrico M, considera-se uma cobertura

de X uma família C = (Cλ )(λ∈L) de subconjuntos de M tal que X ⊂
⋃

(λ∈L)

Cλ , ou seja, para cada

x ∈ X, existe pelo menos um índice λ ∈ L = {λ1,λ2, ...,λn} tal que x ∈Cλ .

Exemplo 2.8. A Figura 2.4b exibe uma cobertura para o conjunto X exibido na Figura 2.4a.

Figura 2.4 – Conjunto X e um exemplo de cobertura.

(a) Conjunto X
(b) Cobertura do Conjunto X

Fonte: O autor (2022).

Em outras palavras, uma cobertura de X pode ser definida como sendo a família de
subconjuntos (C1,C2, ...,Cn) de um espaço métrico M (observe a Figura 2.4b), definidos, também
arbitrariamente, tal que dentro dessa família sempre irá existir um conjunto Cλ que contém, pelo
menos, um dos elementos de X .



3 DIMENSÃO FRACTAL DE BOX-

COUNTING

Como observado na seção 1.1 do Capítulo 1, as geometrias Euclidiana e Fractal se
diferem na definicão de dimensão de cada uma. Assis et al. (2008) relaciona o conceito de
dimensão euclidiana a eixos perpendiculares que são utilizados na construção de formas ditas
euclidianas como quadrados, retângulos, elipses, paraboloides, etc. Nas palavras de Silva e
Souza (2010) ao se tratar de dimensão fractal, a dimensão de um objeto depende do formato e
representa o espaço ocupado por uma estrutura no espaço métrico em que está inserida.

Neste capítulo apresenta-se um estudo sobre o cálculo da dimensão fractal de Box-

Counting, as definições aqui presentes se apoiarão nas obras de Assis et al. (2008) e Falconer
(2003).

Para a definição do que é dimensão de Box-Counting utiliza-se as concepções apre-
sentados no Capítulo 2, mais especificamente, as definições de bola fechada e cobertura. Vale
ressaltar que esse método de cálculo da dimensão fractal pode ser utilizado tanto para figuras
autossemelhantes quanto para figuras que não o são.

Definição 3.1. Dado um espaco métrico M e um conjunto X ⊂ M, (ASSIS et al., 2008) define X
como sendo um fractal quando:

N(X ,r)∼= K · r−D,

Onde:

• D é a dimensão fractal de X;

• N(X,r) é o menor número de bolas fechadas de raio r necessário para se ter uma cobertura

de um conjunto X;

• K é uma constante positiva.

Então, para calcular a fórmula geral da dimensão fractal de Box-Counting, D, do
conjunto X , pode-se desenvolver a equação:

N(X ,r)∼= K · r−D

ln(N(X ,r))∼= ln(K · r−D)
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ln(N(X ,r))∼= ln(K)+ ln(r−D)

ln(N(X ,r))∼=−D · ln(r)+ ln(K) (3.1)

D ∼=
−ln(N(X ,r))+ ln(K)

ln(r)
(3.2)

A dimensão fractal de Box-Counting, é definida pelo limite da equação 3.2 quando o
raio tende a zero.

D = lim
r→0

−ln(N(X ,r))+ ln(K)

ln(r)

D = lim
r→0

(
−ln(N(X ,r))

ln(r)
+

ln(K)

ln(r)

)

Sabe-se que o lim
r→0

ln(K)

ln(r)
= 0.

Definição 3.2. Seja um espaço métrico M, o menor número de bolas fechadas de raio r necessário

para se ter uma cobertura de um conjunto X, X ⊂ M e r > 0, é representado por N(X ,r).

A dimensão fractal de Box-Counting de X é

D = lim
r→0

[
−ln(N(X ,r))

ln(r)

]
. (3.3)

Esse método de cálculo de dimensão recebe o nome de dimensão de Box-Counting. De
acordo com Silva e Souza (2010), pode ser aplicada a qualquer tipo de estrutura colocada sobre
uma malha.

O número de bolas poderá variar de acordo com a métrica escolhida. Tomando-se o
caso em que seja utilizado um software para a realização desse cálculo, o uso de uma imagem de
boa qualidade pode trazer valores mais aproximados da dimensão fractal.

Quando possível estabelecer uma representação da cobertura, sua estrutura dependerá
da métrica escolhida e da forma em que estarão dispostas as bolas. Conforme aponta a Figura 3.1,
o formato e a posição das bolas podem causar certa variação no número de bolas necessárias para
se ter uma cobertura, com a possibilidade de acarretar variações quanto ao valor da dimensão a
ser calculada nos casos em que há limitações quanto à redução do comprimento do raio de cada
bola.
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Figura 3.1 – Diferentes coberturas sobre objeto.

Fonte: O Autor (2022).

Para os cálculos presentes nesse capítulo utilizou-se a métrica

d(z,z′) = max{|x− x′|, |y− y′|},

onde z = (x,y), z′ = (x′,y′) ∈ R2. Sendo a representação geométrica da bola, um quadrado.

Exemplo 3.1. O tapete de Sierpinski apresentado na Figura 3.2 tem dimensão de Box-Counting,

aproximadamente, 1,893.

O Tapete de Sierpinski (apresentado na Figura 3.2) consiste na divisão de um quadrado
em 9 partes, igualmente quadradas, e na remoção da parte central, em seguida divide-se cada um
dos quadrados restantes em outras 9 partes quadradas e retira-se a parte localizada no centro de
cada um deles, e repete-se esse processo infinitas vezes.

Figura 3.2 – Tapete de Sierpinski.

Fonte: Adaptado de Barbosa (2005).

Para o cálculo da dimensão fractal de Box-Counting, primeiramente deve-se definir
coberturas para o conjunto, de modo que o raio das bolas que as formam seja cada vez menor
como se observa na Figura 3.3.
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Figura 3.3 – Coberturas sobre Tapete de Sierpinski.

(a) (b) (c)
Fonte: Adaptado de Barbosa (2005).

Na sequência considera-se a medida do lado da figura como sendo 1 unidade de
comprimento. A partir disso foi definido o raio inicial das bolas medindo 1 unidade, sendo
necessário 1 bola para a cobertura (Figura 3.3a). Em seguida o raio definido foi de 1/3 de
unidade, sendo preciso 8 bolas para a cobertura (Figura 3.3b). O próximo raio foi de 1/9 de
unidade, sendo o número de bolas necessário igual a 64 para se ter uma cobertura da figura(Figura
3.3c). Para bolas de raio 1/3n de unidade, contando apenas as bolas que terão intersecção com a
figura, serão necessárias 8n bolas para se ter uma cobertura. A partir disso, pode-se construir a
Tabela 1:

Tabela 1 – Número de bolas necessárias
para se ter uma cobertura da Fi-
gura 3.2 de acordo com o raio.

i ri N(X ,ri)

1 1 1
2 1/3 8
3 1/32 82

n 1/3n 8n

Fonte: O autor (2022).

Portanto:

D = lim
r→0

[
− ln(N(X ,r))

ln(r)

]

D = lim
n→∞

− ln(8n)

ln
(

1
3n

)


D = lim
n→∞

[
− ln(8n)

− ln(3n)

]
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D = lim
n→∞

[
ln(8n)

ln(3n)

]

D = lim
n→∞

[
n ln(8)
n ln(3)

]

D = lim
n→∞

[
ln(8)
ln(3)

]
= 1,8927...

Assim, a dimensão fractal da Figura 3.2 é, aproximadamente, 1,893.

3.1 Aproximação da Dimensão Fractal de Box-Counting pelo

Método dos Mínimos Quadrados

Existem dificuldades para o cálculo da dimensão fractal de Box-Counting, dentre elas
fazer com que o raio das bolas tenda a zero e estabelecer uma contagem para o número de bolas.
Não há necessariamente uma equação que defina o número de bolas em relação ao raio. Além
disso, existem limitações físicas que impossibilitam que o raio tenda a zero e seja possível fazer
a contagem das bolas, como no caso de uma contagem feita manualmente ou do uso de um
software que faça essa contagem de forma automática. Por essa razão, faz-se necessário buscar
uma forma de encontrar uma aproximação do valor da dimensão utilizando um número finito de
valores para o raio e para o número de bolas.

Uma forma de resolver essa questão pode ser comparar a Equação 3.1 a uma função
do 1º grau, onde ln(r) é a variável independente, ln(K) é o coeficiente linear, ln(N(X ,r)) é a
variável dependente e a dimensão de Box-Counting, D, é o oposto do coeficiente angular.

ln(N(X ,r)) = −D · ln(r) + ln(K)

y = a · x + b

}
⇒ D =−a.

Para determinar essa função, optou-se pelo método dos mínimos quadrados, que consiste
em fazer um ajuste de curvas utilizando uma quantidade finita de pontos (ln(ri), ln(N(X ,ri))).
O Apêndice A apresenta de forma mais detalhada o método dos mínimos quadrados.

Nos próximos exemplos, para o cálculo da dimensão de Box-Counting, utiliza-se a
métrica

d(z,z′) = max{|x− x′|, |y− y′|}

onde z = (x,y), z′ = (x′,y′) ∈ R2, e a representação geométrica da bola é um quadrado.
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Exemplo 3.2. Utilizando o método dos mínimos quadrados, para aproximação, a Figura 3.4

(desenho construído aleatoriamente para exemplificação) apresenta, dimensão fractal de Box-

Counting aproximada de 1,8927.

Figura 3.4 – Traço aleatório.

Fonte: O autor (2022).

Para calcular a dimensão fractal da Figura 3.4 considera-se a medida do lado da
figura como sendo 1 unidade de comprimento. Inicialmente colocou-se sobre diferentes malhas
quadriculadas, com raio inicial das bolas medindo 1 unidade, sendo necessário 1 bola para a
cobertura (Figura 3.5a). Em seguida o raio definido foi de 1/2 unidade, sendo preciso 4 bolas
para a cobertura (Figura 3.5b). O próximo raio foi de 1/4 de unidade, sendo o número de bolas
necessário igual a 16 (Figura 3.5c). O raio seguinte foi de 1/8 de unidade, sendo preciso 57
bolas para a cobertura (Figura 3.5d). Por fim o raio utilizado foi de 1/16 de unidade e foram
necessárias 187 bolas para a cobertura (Figura 3.5e).

Figura 3.5 – Figura sobre malha quadriculada.

(a) (b) (c) (d)

(e)
Fonte: O autor (2022).
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Os valores ri e N(ri) inseridos na Tabela 2 apresentam valores do raio (ri) e do menor
número de bolas (N(ri)) necessárias para se ter uma cobertura do traço exposto na Figura3.4,
também são apresentados os logaritmos naturais desses valores.

Tabela 2 – Número de bolas necessárias para se ter uma cobertura
da Figura 3.4 de acordo com o raio (Valores calculados
manualmente).

i ri N(ri) ln(ri) ln(N(ri))

1 1 1 0 0
2 0,5 4 −0,6931 1,3862
3 0,25 16 −1,3862 2,7725
4 0,125 57 −2,0794 4,0430
5 0,0625 187 −2,7725 5,2311

Fonte: O autor (2022).

Calcula-se, então, utilizando o método dos mínimos quadrados, a função do 1º grau,
y = ax+b, que melhor se ajusta aos pontos (ln(ri), ln(N(ri))) dados na Tabela 2.

1. Coeficiente angular da função:

a =
n ·∑(xi · yi)−∑xi ·∑yi

n ·∑xi2 − (∑xi)2

a =
5 · (−27,7155)− (−6,9314) ·13,4330

5 ·14,4135−48,0453

a =
−45,4669
24,0226

a =−1,8927

2. Coeficiente linear da função:

b =
∑yi − (∑xi) ·a

n

b =
13,4330− (−6,9314) · (−1,89)

5

b =
13,4330−13,1189

5
b = 0,0628

Assim, a função do primeiro grau, cujo gráfico está exposto na Figura 3.6, é:

y =−1,8927x+0,0628.

Portanto, a dimensão fractal da Figura 3.4 é, aproximadamente, 1,8927.
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Figura 3.6 – Gráfico: Aproximação da dimensão fractal de Box-Counting
para o Exemplo 3.2.

Fonte: O autor (2022).

Barroso et al. (1987) afirma que para analisar se se trata de um bom ajuste da reta aos
pontos, pode-se calcular o valor do coeficiente de determinação (R2):

R2 =
[∑(xi · yi)− (∑xi ·∑yi)/n]2

[∑xi2 − (∑xi)2/n] · [∑yi2 − (∑yi)2/n]

R2 =
[(−27,7155)− ((−6,9315) ·13,4330)/5]2

[14,4136−48,0453/5] · [53,3198−180,4466/5]

R2 =
82,6896
82,7844

R2 = 0,9989

O valor do coeficiente de determinação é, aproximadamente, 0,9989. Pode-se, então,
concluir que a função encontrada é um bom ajuste linear para os pontos dados.

3.2 Uso do Software MATLAB para Aproximação da Dimensão

de Box-Counting

Nesta seção apresenta-se alguns exemplos do cálculo da dimensão fractal de Box-

Counting com aproximação pelo método dos mínimos quadrados utilizando o software MATLAB.

O MATLAB é um software que se destina, principalmente, ao cálculo numérico. A lin-
guagem utilizada para criação e cálculos de funções se baseia em operações com matrizes, e seu
uso se estende para diversas áreas de atuação profissional, entre as quais se pode citar a matemá-
tica, a estatística, a geografia, a economia, a física e a engenharia. O MATLAB conta, ainda, com



3.2. Uso do Software MATLAB para Aproximação da Dimensão de Box-Counting 41

um grande número de funcionalidades, desde cálculos simples até os mais complexos, plotagem
de gráficos, criação de funções, processamento de dados, dentre outros (MATHWORKS, 2022).
A licença utilizada para a realização deste trabalho foi uma versão gratuita destinada a testes.

Nos exemplos 3.3, 3.4 e, 3.5, apresentados a seguir, utilizou-se o programa boxcount

desenvolvido por Moisy (2022), para o cálculo do menor número de bolas, de acordo com o raio,
para se ter coberturas dos traços expostos nas figuras. O programa boxcount fornece os valores
do raio de acordo com o número de pixels do lado da figura.

Além disso foram utilizados os códigos apresentados no Apêndice B para os cálculos
da aproximação da dimensão fractal de Box-Counting.

No Exemplo 3.2 é apresentado o cálculo da aproximação da dimensão fractal de Box-

Counting por meio de cálculos feitos manualmente. No mais, as divisões em raios diferentes e a
contagem de bolas também foram realizadas de forma manual. No Exemplo 3.3 essa aproximação
é feita através do MATLAB.

Exemplo 3.3. O Cálculo da aproximação da dimensão fractal de Box-Counting do desenho

apresentado no Exemplo 3.2, usando o método dos mínimos quadrados no MATLAB é, aproxi-

madamente, D = 1,8807802.

A Tabela 3 apresenta os valores obtidos por meio do programa boxcount, dos raios, do
número de bolas necessário para cobrir o desenho inserido na Figura 3.4, e também os logaritmos
naturais desses valores:

Tabela 3 – Número de bolas necessárias para se ter
uma cobertura da Figura 3.4 de acordo
com o raio ( Valores obtidos a partir do
MATLAB).

Fonte: O autor (2022).
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Os valores verificados na Tabela 3 foram utilizados para obter uma aproximação da
dimensão fractal utilizando o método dos mínimos quadrados. O gráfico construído com a reta e
os pontos é evidenciado na Figura 3.7.

Figura 3.7 – Gráfico: Aproximação da dimensão fractal de
Box-Counting da Figura 3.4.

Fonte: O autor (2022).

Os comandos utilizados para esses cálculos encontram-se no Apêndice C.

Exemplo 3.4. O Cálculo da aproximação da dimensão fractal de Box-Counting do esboço na

Figura 3.8b, pelo método dos mínimos quadrados é, aproximadamente, 1,8842.

Neste exemplo realiza-se a aproximação da dimensão fractal de Box-Counting do
território brasileiro a partir de um croqui (Figura 3.8b) do contorno do território do Brasil,
construído a partir de uma imagem de satélite fornecida pelo site Google Earth.
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Figura 3.8 – Território brasileiro.

(a) Imagem obtida via satélite do
Território Brasileiro

Fonte: Earth (2022).

(b) Esboço construído pelo
autor

Fonte: O autor (2022).

A Tabela 4 aponta os valores dos raios e do número de bolas necessário para cobrir a
Figura 3.8b, além disso, são lançados os logaritmos naturais dos valores obtidos no programa:

Tabela 4 – Número de bolas necessárias para se ter
uma cobertura da Figura 3.8b de acordo
com o raio ( Valores obtidos a partir do
MATLAB).

Fonte: O autor (2022).

A partir desses valores calculou-se, por meio do método dos mínimos quadrados,
utilizando-se do software MATLAB (ver Apêndice D), obtendo o valor do coeficiente angular (a=
−1,8842), o valor do coeficiente linear (b = 15.3383), e o valor do coeficiente de determinação
(R2 = 0.9979), da função que melhor se ajusta aos pontos (ln(ri), ln(ni)).



44 Capítulo 3. DIMENSÃO FRACTAL de BOX-COUNTING

Recordando-se da relação a = −D, tem-se que a dimensão fractal, D, do esboço do
território brasileiro é, aproximadamente, 1,8842.

Por fim, com o objetivo de verificar o ajuste de forma visual, foi feita a plotagem do
gráfico com os valores dos pontos e da função obtida, também através do MATLAB. Observe a
Figura3.9:

Figura 3.9 – Gráfico: Aproximação da dimensão fractal
de Box-Counting para o Exemplo 3.4.

Fonte: O autor (2022).

Dessa forma, pode-se observar que a função possui um bom ajuste em relação aos
pontos.

Exemplo 3.5. Também, a Figura 3.10 permite calcular uma aproximação da dimensão fractal

de Box-Counting do contorno do território do município de Anápolis, Goiás. Logo, utilizando o

método dos mínimos quadrados e os valores obtidos através do programa boxcount, o valor da

dimensão é, aproximadamente, 1.835620.

Nessa senda, ressalta-se que o município de Anápolis se localiza no interior do Estado
de Goiás, a apenas 67,6 quilômetros da capital, Goiânia. A cidade está em constante crescimento
devido à presença do Distrito Agroindustrial de Anápolis (DAIA), que segundo Goias (2022) é o
maior e mais antigo parque industrial do estado.

A Figura 3.10, obtida a partir do site do Insitituto Brasileiro de Geografia1 e Estatística
(IBGE), apresenta as demarcações territoriais do município de Anápolis, Goiás.

1 https://portaldemapas.ibge.gov.br/portal.php#mapa10897. Acesso em: 20 fev 2022.
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Figura 3.10 – Fronteira territorial do município de Anápolis, Goiás.

Fonte: IBGE (2022).

Para iniciar os cálculos de aproximação da dimensão fractal de Box-Counting do
contorno dos limites territoriais do município de Anápolis, é necessário isolar a imagem do
contorno, como se observa na Figura 3.11.

Figura 3.11 – Contorno do território município de Anápolis, Goiás.

Fonte: O autor (2022).

A Figura 5 contém uma tabela com um número finito de raios e os respectivos valores
para o número de bolas necessárias para se ter coberturas do contorno do Munícipio de Anápolis.
Os dados apresentados foram obtidos por meio do MATLAB (ver Apêndice E).
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Tabela 5 – Número de bolas necessárias para se ter
uma cobertura da Figura 3.11 de acordo
com o raio (Valores obtidos a partir do
MATLAB).

Fonte: O autor (2022).

Partindo dos dados apresentados na Figura 5, pode-se obter a função y =−1,835620x+

12,487681 de ajuste para os pontos (ln(ri), ln(N(ri))). Dessa forma, o valor da dimensão fractal,
D, desse contorno é, aproximadamente, 1,835620.

Calculando-se o coeficiente de determinação chega-se ao valor aproximado de 0.997434,
portanto, trata-se de um bom ajuste em relação aos pontos.

Figura 3.12 – Gráfico: Aproximação da
dimensão fractal de Box-
Counting do Exemplo 3.5.

Fonte: O autor (2022).

O gráfico construído contendo os pontos e a função de ajuste obtida através do método
dos mínimos quadrados está apresentado na Figura 3.12 .



CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este trabalho teve por objetivos o conhecimento da Geometria Fractal, suas aplicações,
sua importância, e a história do seu surgimento, além de noções de topologia com informações
sobre conceitos dentro dessa área como métrica, espaços métricos, bolas, esferas e coberturas,
trazendo uma base conceitual para as considerações no estudo da dimensão fractal de Box-

Counting.

Apresentou-se o método dos mínimos quadrados como uma forma de calcular uma
aproximação da dimensão fractal de Box-Counting utilizando um número finito de valores para
o raio das bolas que formam coberturas da imagem cuja dimensão se quer calcular.

Então, a fim de ilustrar como é feita a aproximação da dimensão de Box-Counting

por meio do software MATLAB, foram apresentados três exemplos. No primeiro foi calculado
novamente a aproximação da dimensão de uma figura dada em um exemplo anterior, o qual
havia sido feito de forma manual, obtendo ao final o valor aproximado de 1,880780 para a
dimensão; no segundo foi cálculada a aproximação da dimensão do contorno do território
brasileiro, obtendo-se o valor 1,8842; e no terceiro exemplo foi feita a aproximação da dimensão
fractal da fronteira territorial do município de Anápolis cuja dimensão obtida foi de 1,835620.

Além disso pode-se concluir que a dimensão fractal de Box-Counting possui diversas
aplicações para o estudo de figuras que apresentam irregularidades e pode se inserir em diversas
áreas de atuação, como geografia, engenharia, medicina e muitas outras.

Por fim, existem diversas possibilidades para a continuação desse estudo, tais como:
desenvolver estudos envolvendo fractais gerados a partir de softwares; utilização de softwares

como Octave para desenvolver cálculos de aproximação da dimensão fractal; desenvolver
estudos sobre dimensão fractal utilizando derivação numérica; desenvolver estudos comparando
a eficiência dos diversos métodos de aproximação da dimensão fractal, como o de Box-Counting,
Hausdorff, Massa-Raio, Intersecção Acumulativa, Dividers e Bouligand-Minkowski; trabalhar
os conceitos de fractal, geometria fractal e dimensão fractal, para o ensino básico; além de buscar
aplicações da aproximação da dimensão fractal para outras áreas do saber como engenharia,
biologia, medicina, arquitetura, entre outras.
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APÊNDICE A – MÉTODO DOS
MÍNIMOS QUADRADOS

Aqui são apresentadas as fórmulas para o cálculo da função do primeiro grau que
melhor se ajusta a um conjunto de pontos por intermédio do método dos mínimos quadrados.

De acordo com Barroso et al. (1987), o método dos mínimos quadrados consiste em
ajustar uma função a um conjunto finito de pontos (xn,yn) com n ∈ N e 1 ≤ i ≤ n. Para isso são
utilizadas duas fórmulas:

(i) a =
n ·∑(xi · yi)−∑xi ·∑yi

n ·∑xi2 − (∑xi)2

(ii) b =
∑yi − (∑xi) ·a

n

A Figura A.1 apresenta um ajuste a partir desse método:

Figura A.1 – Gráfico: Aproximação da dimensão fractal de Box-
Counting.

Fonte: O autor (2022).

Para calcular o coeficiente de determinação (R2) que diz a qualidade do ajuste da reta
y = a · x+b (com a dado em (i) e b dado em (ii))em realação aos pontos utiliza-se a seguinte
fórmula:

(iii)
[∑(xi · yi)− (∑xi ·∑yi)/n]2

[∑xi2 − (∑xi)2/n] · [∑yi2 − (∑yi)2/n]
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O valor obtido sempre estará entre 0 e 1 e quanto mais próximo de 1, melhor será a
qualidade do ajuste da função em relação aos pontos.
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APÊNDICE B – MATLAB

O MATLAB é um software voltado, principalmente para o cálculo numérico, sua lingua-
gem se baseia nas operações entre matrizes e seu uso se estende para diversas áreas de atuação
profissional. O MATLAB conta com um grande número de funcionalidades, desde cálculos
simples até os mais complexos, plotagem de gráficos , criação de funções, processamento de
dados e muitas outras (MATHWORKS, 2022).

Para realização deste trabalho foi utilizada uma licença gratuita de teste do software

MATLAB. Além disso, recorreu-se ao programa boxcount desenvolvido por Moisy (2022) para
obtenção do valor do raio das bolas e do menor número de bolas preenchidas após cada divisão
do raio, representados, respectivamente, por r e n.

Também foram utilizados códigos para que o próprio programa fosse capaz de gerar
os valores da dimensão fractal (através do método dos mínimos quadrados) e também o gráfico
contendo os pontos (ln(ri), ln(ni)) e a reta que melhor se ajusta a eles.

A Figura B.1 contém os comandos que definem uma imagem como sendo a variável
”c”.

Figura B.1 – Código para leitura de figura.

Fonte: O autor (2022)

Exemplo B.1. A Figura B.2 apresenta a leitura feita pelo software MATLAB das imagens dos

exemplos da Seção 3.2 após a aplicação dos comandos da Figura B.1.

Figura B.2 – Figuras após leitura pelo MATLAB.

(a) Exemplo 3.3. (b) Exemplo 3.4. (c) Exemplo 3.5.

Fonte: O autor (2022).
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A Figura B.3 apresenta o código que possibilita, a partir do programa boxcount, a
contagem do número de bolas em relação a cada raio, com base na quantidade de pixels que
compõem a figura original.

Figura B.3 – Código para a contagem do número de bolas em relação aos raios.

Fonte: O autor (2022)

Após a aplicação desse comando são geradas duas matrizes como se pode ver na Figura
B.4.

Figura B.4 – Número de bolas (n) em função do raio (r) de uma Imagem.

Fonte: O autor (2022).

Os comandos dispostos na Figura B.5 foram elaborados para facilitar a construção das
fómulas, tabelas e gráficos que se fizessem necessessários.

Figura B.5 – Códigos para definição de valores para construção de tabelas, fórmulas e gráficos.

Fonte: O autor (2022).

A construção da tabela contendo os itens raio (ri), número de bolas em função do raio
N(ri), logaritmo natural do valor do raio (ln(ri)) e logaritmo natural do valor do número de bolas
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em função do raio (ln(N(ri))) se deu por meio dos códigos presentes na Figura B.6 (um exemplo
é a Tabela 6).

Figura B.6 – Código para construção de tabela com as variáveis dadas.

Fonte: O autor (2022)

Tabela 6 – Número de bolas em função do raio.

Fonte: O autor (2022).

A Figura B.7 apresenta a fórmula para o cálculo da dimensão fractal de Box-Counting a
partir do método dos mínimos quadrados. Para o cálculo do coeficiente angular (nesse caso A)
e do coeficiente linear (nesse caso B) são utilizados os códigos da Figura B.5. Também estão
presentes na Figura B.7 as variáveis L e N, em que L é a variação com intervalo de uma unidade
do menor valor para a variável a (que representa ln(ri)) até o maior valor de a mais 1 e N é a
função do primeiro grau obtida pelo método dos mínimos quadrados que melhor se ajusta aos
pontos (a,b) (que representam ((ln(ri), ln(N(ri))).

Figura B.7 – Código para cálculo da dimensão fractal pelo método dos mínimos quadrados.

Fonte: O autor (2022).
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Para a construção da função que determina o valor do coeficiente de determinação
(Figura B.8), em que é verificado o quão bom é um ajuste da função em relação aos pontos (a,b),
foram utilizados os comandos presentes na Figura B.5.

Figura B.8 – Código para o cálculo do coeficiente de determinação.

Fonte: O autor (2022).

Os comandos inseridos na Figura B.9 são utilizados para plotar um gráfico contendo os
pontos (a,b) e a reta N com a finalidade de verificar, visualmente, o ajuste da curva em relação
aos pontos.

Figura B.9 – Código para plotagem de gráfico.

Fonte: O autor (2022).

Após o uso desses comandos (Figura B.9), gera-se um gráfico semelhante ao apresen-
tado na Figura B.10 e os valores ”A”, ”B” e "coeficientededeterminacao"são exibidos na aba
workspace e representam, nessa ordem, os valores do coeficiente angular, do coeficiente linear
e do coeficiente de determinação da função de ajuste, obtidos através do método dos mínimos
quadrados.

Figura B.10 – Gráfico de exemplificação.

Fonte: O autor (2022).
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APÊNDICE C – EXEMPLO 3.3

Neste apêndice apresentam-se os códigos utilizados para o cálculo da aproximação da
dimensão fractal de Box-Counting do Exemplo 3.3, a partir do MATLAB.

Figura C.1 – Códigos para o Exemplo 3.3.

Fonte: O autor (2022).
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APÊNDICE D – EXEMPLO 3.4

Neste apêndice apresentam-se os códigos utilizados para o cálculo da aproximação da
dimensão fractal de Box-Counting do Exemplo 3.4, a partir do MATLAB.

Figura D.1 – Códigos para o Exemplo 3.4.

Fonte: O autor (2022).
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APÊNDICE E – EXEMPLO 3.5

Neste apêndice apresentam-se os códigos utilizados para o cálculo da aproximação da
dimensão fractal de Box-Counting do Exemplo 3.5, a partir do MATLAB.

Figura E.1 – Códigos para o Exemplo 3.5.

Fonte: O autor (2022).
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