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RESUMO

Apresenta-se neste trabalho uma introdugao ao célculo variacional e ao método de Rayleigh-Ritz.
Um dos principais problemas pertinentes ao célculo variacional € o de encontrar uma funcdo exata
que torna um determinado funcional estaciondrio. Mediante uma revisdo bibliografica buscou-se
apresentar ferramentas para se encontrar a funcao exata que torna o funcional estaciondrio, dentre
as quais, a primeira dessas ferramentas, apresentadas no trabalho, é a equacdo de Euler-Lagrange.
Outra ferramenta apresentada é o método de Rayleigh-Ritz, que visa aproximar a fun¢do exata
desejada. Complementando os estudos do método de Rayleigh-Ritz, sdo apresentadas, também,

aplicacdes com a linguagem de programacao Python.

Palavras-chave: Métodos Variacionais. Equacdo de Euler-Lagrange. Método de Rayleigh-Ritz.
Programacao. Python.
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INTRODUCAO

O célculo variacional engloba diversos problemas, sendo um dos mais tratados, o de
minimizar ou maximizar funcionais, que sdao, fundamentalmente, funcdes que dependem de
outras fun¢des (ASSAN;, 2003).

Desde o enuncidado do problema da braquistécrona, em 1696, que visa encontrar a
curva em que uma particula precisa descrever para sair de um ponto A e chegar a um ponto B,
ambos 0s pontos em um plano vertical, no menor tempo possivel estando sobre acdo apenas
da forga gravitacional (LIMA/ [2004), diversas técnicas surgiram de modo a descrever esse

fenOmeno.

Algumas das principais contribui¢des para a drea do calculo variacional se devem aos
matematicos Euler e Lagrange, criando generalizagdes para métodos especificos utilizados, até
entdo, na resolucio de cada problema proposto (COURANT; ROBBINS| 1996).

Além dos métodos que permitem a resolucdo analitica dos problemas, surgem métodos
que fornecem resolucdes aproximadas e que sao utilizados, principalmente, em aplicacdes a
engenharia. O método de Rayleigh-Ritz, por exemplo, prevé o uso de uma funcio aproximadora
no lugar da funcdo exata, permitindo, assim, resolucdes aproximadas para o problema do
funcional (ASSAN, [2003).

A justificativa para o trabalho é a importancia académica dos temas, tendo em vista
a grande gama de aplicacdes do cédlculo variacional e do método de Rayleigh-Ritz, desde os
problemas cldssicos, como a braquistdcrona, a problemas ndo convencionais, como, por exemplo,
a solugdo de Schwarzschild para as Equagdes de Einstein, tratada por Campos| (2017), e a
determinacdo da forma que um cabo longo, inestensivel, assume quando suspenso por suas

extremidades, em alturas iguais, o chamado problema da catendria, mostrado por Limal (2004).

O método de Rayleigh-Ritz, por sua vez, tem diversas aplicacdes, principalmente na drea
das engenharias, por exemplo, na determinagdo das frequéncias naturais, como tratado por |llanko.
Monterrubio e Mochida (2014)), e no estudo da deflexdo de vigas, de acordo com |[Rodrigues.
Rodrigues e Hauser| (2014). O método tem sido aplicado, atualmente, junto a tecnologias como
as técnicas de aprendizado de maquinas, conforme E e Yu| (2018), objetivando abordagens

modernas da drea de inteligéncia artificial para os problemas do célculo variacional.

O primeiro objetivo do trabalho é o de introduzir, de forma clara e concisa, o calculo
variacional por meio do estudo das Equagdes de Euler-Lagrange para funcionais que dependem
de uma unica varidvel, da funcdo e das suas derivadas, até a ordem n desejada. O segundo
objetivo € explicar o método de Rayleigh-Ritz, de forma simples e introdutdria, desenvolvendo

exemplos bésicos. O terceiro, e iltimo, objetivo do trabalho consiste em apresentar formas de se
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utilizar a computagdo para os cdlculos do método de Rayleigh-Ritz por meio da linguagem de

programacdo Python.

O trabalho foi realizado por meio de um levantamento bibliografico em artigos, disser-

tagdes, livros, artigos e outros documentos académicos.

A monografia foi dividida em quatro capitulos, tendo, ainda, trés apéndices. O primeiro
capitulo, entitulado de Contexto Histérico, apresenta, de forma breve e sucinta, a visdo geral e o
contexto histdrico sobre os maximos e minimos, o cdlculo variacional, o método de Rayleigh-Ritz

e a linguagem de programacao Python.

O segundo capitulo, Célculo Variacional, expde um dos problemas cldssicos do célculo
variacional e, partindo desse problema, sdo deduzidas as equacdes de Euler-Lagrange para
funcionais que dependem de uma varidvel, da funcdo e de derivadas da fun¢do até a ordem
n, além de serem estudadas as Condicdes de Contorno Naturais e Essenciais. Além disso,
sdo apresentados, no segundo capitulo, exemplos de uso da equagdo de Euler-Lagrange e das

Condig¢des de Contorno.

O terceiro capitulo, Método de Rayleigh-Ritz, define o método de Rayleigh-Ritz e o
trabalha de forma analitica, através de exemplo, além de iniciar o estudo das fungdes triangulares

como funcdes de forma.

O quarto capitulo, Utilizando o Método de Rayleigh-Ritz na Linguagem Python, aborda
o uso da linguagem de programacgdo Python para a resolucdo de problemas através do método
de Rayleigh-Ritz, primeiramente de forma analitica e, logo em seguida, por meio das fungdes

triangulares, cujo estudo foi iniciado no terceiro capitulo, que discretizam a curva exata.

No Apéndice A, Conceitos de Andlise no R", sdo apresentados alguns conceitos da
area, tais como a defini¢do de conjuntos compactos e a Regra de Leibniz para a derivacdo sob
o sinal da integral, utilizados no decorrer do trabalho, por exemplo, ao deduzir a equagdo de
Euler-Lagrange. No Apéndice B, Encontrando a Maxima Deflexdao da Viga Estudada, € estudado
a maxima deflexdo por meio da solucao analitica do primeiro exemplo estudado pelo método
de Rayleigh-Ritz a fim de se ter comparacdes durante o estudo do método. Ja o Apéndice C,
entitulado Breve Introducdo a Linguagem Python, traz uma breve introdugdo sobre a linguagem,
explicando como instalar a mesma, executar programas, as principais operagdes e, ainda, sobre

como resolver sistemas lineares por meio dessa linguagem.
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1 CONTEXTO HISTORICO

Para elucidar a histéria do célculo variacional € importante mostrar um pouco da histéria
dos maximos e minimos de fun¢des, problema pertinente ao cdlculo diferencial, para, entdo,
adentrar aos problemas de maximos e minimos de funcionais, problema atribuido a 4rea do

calculo variacional.

1.1 Maximos e minimos

Os problemas de méximo e minimo sao corriqueiros na vida cotidiana, por exemplo,
quando se quer encontrar o caminho com menor distancia entre dois lugares para se caminhar
uma menor distancia, dentre varios outros problemas mais elaborados. Para esse exemplo
especifico nao € necessario o uso de matemadtica avangada, porém, quanto mais complexidades
sdo adicionadas aos problemas, mais ferramentas matematicas sdo necessdrias para a resolugao,
exata ou aproximada. Para simplificar estes processos, surgem os métodos para o cédlculo de

maximos e minimos das fungdes.

Uma das primeiras formulagdes matematicas préxima das atuais para os problemas de
mdéximos e minimos foi feita por Pierre de Fermalﬂ em 1629 considerando curvas y = f(x). Ele
fez comparacdes de f(x) e f(x+ E), onde E é um ndmero real positivo préximo de zero, ou
seja, ele fez comparacdes do valor da fungdo para pontos préximos. Esses valores geralmente
sdo diferentes, porém, proximo de maximos ou minimos a diferencga se torna pequena. Deste

modo, para achar os pontos de maximo ou minimo, Fermat fazia

fE+E) - fx)
E

e, apos realizar a divisdo, considerava £ = 0. Ap6s considerar o valor de E igual a 0, Fermat
igualava a expressdo obtida a 0, de onde conseguia extrair os valores das abscissas dos pontos de

méximos e minimos da fun¢dao (BOYER, 1996).

O que Fermat fez, de fato, foi igualar a primeira derivada de uma fungio a 0. E
importante ressaltar que esse método utilizado por Fermat veio antes mesmo da invencdo do
célculo diferencial por Isaac Newto em 1665-1666 e Gottfried Wilhelm Leibni em 1676, de
forma independente (BOYER| 1996).

* 1601 - + 1665
2 % 1642-11727
3 % 1646-11716
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1.2 O calculo variacional

O ponto de partida do célculo variacional se deu com Johann Bernoull em 1696, com
a publica¢do do problema da braquistdcrona no jornal cientifico Acta Eruditorium (COURANT;
ROBBINS| [1996).

O problema pode ser enunciado como:

Sejam A e B dois pontos dados em um plano vertical. O problema da braquis-
técrona consiste em encontrar a curva que uma particula M precisa descrever
para sair de A e chegar em B no menor tempo possivel, somente sob a acdo da
forca da gravidade (LIMAL 2004, p. 3).

O proprio Johann Bernoulli foi um dos matematicos que solucionou o problema da
braquistécrona. Ele retardou a publicacdo da sua solug@o para estimular os matematicos do
seu tempo a testarem suas habilidades nesse novo tipo de problema matemético (COURANT;
ROBBINS, [1996)). Além de Johann Bernoulli, solu¢des independentes foram encontradas por
diversos matematicos, como Jakob BernoulliE] (1697), L’Hospita]lﬂ (1697), Leibniz (1697), e
Newton (1697), (STILLWELL| 2010).

A solugdo de Jakob Bernoulli considerava o aspecto da curva varidvel, sendo consi-
derado o primeiro grande passo para o desenvolvimento do cdlculo variacional (STILLWELL,
2010). Nesse problema, a quantidade a ser minimizada depende de uma curva e ndo apenas de
uma vériavel real (COURANT; ROBBINS, |1996), diferentemente dos problemas relacionados

ao célculo diferencial, o que torna necessaria a constru¢do de novas ferramentas matematicas.

Os métodos para a resolucao de problemas deste tipo eram especificos com adaptacdes
para cada caso, sendo que os métodos gerais para a resolugdo s6 foram desenvolvidos com o
envolvimento dos matematicos Euler e Lagrange nos estudos desses problemas (COURANT;
ROBBINS, [1996).

1.3 O método de Rayleigh-Ritz

O processo de minimiza¢do de funcionais envolve diretamente a resolugcdo de equagdes
diferenciais que, na maioria das vezes, pode ndo ter solucdo analitica. Uma forma de se contornar
esse problema € o uso de solucdes aproximadas e, com esse intuito, surge o método de Rayleigh-

Ritz, fazendo o uso de fun¢des admissiveis.

O método de Rayleigh-Ritz carrega o nome de dois pesquisadores, Lord Rayleiglﬂ e

Walter Ritzﬁ, porém seu desenvolvimento se deve, principalmente, a Walter Ritz, enquanto a

* 1667 - T 1748
* 1654 - 1 1705
* 1661 - T 1704
* 1842 -1 1919
* 1878 - + 1909

[ BN B Y N
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solucdo apresentada por Lord Rayleigh é tratada como introdug@o, como serd descrito abaixo.

Lord Rayleigh, em 1877, trabalhando com as energias potencial e cinética de sistemas,
assumiu um padrdo de vibracdo numa determinada frequéncia calculando a frequéncia de
vibracao livre por meio do equacionamento das energias potencial e cinética. Esse método ficou
conhecido como método de Rayleigh e a sua precisao depende de quao préximo o padrao de
vibragao escolhido estd do correto (LEISSA, 2005).

Em 1908 e 1909, Walter Ritz publicou dois artigos descrevendo procedimentos simples
para a resolucdo de problemas de valor de contorno e de autovalores numericamente para
qualquer nivel de exatiddo necessdrio usando funcionais (LEISSA| 2005). Esse procedimento foi

chamado de método de Ritz.

Nio se sabe exatamente quando o nome Rayleigh passou a ser agregado ao método de
Ritz, transformando-se em "método de Rayleigh-Ritz". Uma das razdes pelas quais isso ocorreu
¢ o fato de que o método de Rayleigh pode ser considerado como um caso especial do método

de Ritz quando uma dnica funcao admissivel € utilizada para a aproximacgao (LEISSAL[2005).

O método de Rayleigh foi utilizado frequentemente, porém, nas ultimas décadas o
método de Ritz ou, como € chamado hoje, de Rayleigh-Ritz se mostrou aplicdvel a uma gama
enorme de problemas devido, principalmente, a revolugdo tecnolégica promovida pelos compu-

tadores, a partir da invengao dos transistores e microprocessadores (LEISSAL 2005)).

1.3.1 Aplicagdes do método de Rayleigh-Ritz

O método de Rayleigh-Ritz possui aplicacOes nas mais diversas dreas sendo, porém,
a andlise estrutural uma das dreas em que o método é mais utilizado. Seu uso é empregado,
principalmente, com o objetivo de encontrar as chamadas frequéncias naturais. As frequéncias
naturais "indicam a taxa de oscilagdo livre da estrutura, depois de cessada [a] for¢ca que provocou
o seu movimento. Em palavras similares, representa o quanto [a] estrutura vibra quando nio ha
forca aplicada sobre ela." (BOLINA et al., 2015, p. 1).

[lanko, Monterrubio e Mochidal (2014) exemplificam essa aplicagdo ao procurar as
frequéncias naturais em um tipo especifico de viga, chamada de consola, que € uma viga apoiada
apenas em uma de suas extremidades. A Figura[l.I|mostra uma representacdo de uma viga desse
tipo, onde a curva w(x,) representa o deslocamento dindmico. Diversos outros trabalhos trazem
essa mesma abordagem ao método, visando analisar frequéncias naturais de vibracdo, como, por
exemplo, o trabalho de Mazanoglu (2015)), que estuda a frequéncia natural de vigas seguindo
o modelo de Timoshenko e de Euler usando o método de Rayleigh-Ritz. |Grossi e Albarracin

(2001)) mostra a aplicacdo do método a problemas envolvendo placas, ao invés de vigas.

Além da abordagem convencional do método, existem trabalhos que visam aliar o
método a técnicas de inteligéncia artificial, como o aprendizado de méquina. |E e Yu| (2018)

afirmam que modelos baseados em redes neurais profundas podem ser utilizados em tarefas como
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Figura 1.1 — Modelo de uma viga consola vibrando.

x=0

=L

Fonte: Adaptada de |Ilanko, Monterrubio e Mochidal (12014|, p- 23).

a resolucao de equagdes diferenciais parciais ou a modelagem molecular. Além disso, o trabalho

propde um método chamado de deep Ritz method (método de Ritz profundo, em traducio literal)

para a resolucdo de problemas variacionais. Esse método utiliza-se de representacdes de fungdes
de redes neurais artificiais no contexto do método de Ritz 2018).

Um dos exemplos mostrados por [E e Yu (2018) para ilustrar a eficicia da abordagem
¢ a solugdo para a equagdo de Poisson em duas dimensdes. A Figura [I.2] apresenta a solugdo

utilizando dois métodos diferentes, sendo a Figura[I.2a]a soluc@o pelo deep Ritz method com 811

parametros e a Figura[I.2b]a solugdo pelo método das diferencas finitas com 1681 parametros.

Figura 1.2 — Solugdo da equacdo de Poisson utilizando o deep Ritz method e o método das

diferencgas finitas

(a) Solugao pelo Deep Ritz Method.
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(b) Solugdo pelo método das diferengas finitas.

Fonte: p-9).

Os exemplos acima citados mostram tanto aplicagdes cldssicas quanto uma aplicacao

moderna do método de Rayleigh-Ritz e serve, inclusive, como motivagdo ao estudo do tema.
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1.4 A linguagem Python

A linguagem de programacdo Python foi criada por volta de 1990 por Guido van
Rossum no Stichting Mathematisch Centrum nos Paises Baixos (ROSSUM, 2001). Guido € o seu
principal criador, porém, com o desenvolvimento open source, a mesma apresenta colaboracoes
de diversas pessoas — atualmente, hd cerca de mil colaboradores no repositdrio da linguagem
no GitHulﬂ Em 2001, foi criada a Python Software Foundation, organizagdo sem fins lucrativos,
responsavel por possuir a propriedade intelectual relacionada a Linguagem Python (ROSSUM,
2001).

As principais motivagdes para o uso da linguagem Python neste trabalho € o seu
funcionamento simples, a facilidade de uso, grande comunidade de usudrios, além do fato de ser

uma linguagem de programagao gratuita e de cddigo aberto tornando-a, deste modo, acessivel.

Além dos diversos colaboradores diretos no desenvolvimento da linguagem, existem
os colaboradores indiretos que criam, por exemplo, 0s pacotes com fungdes prontas para o uso.

Dentre os pacotes cientificos mais conhecidos estdo alguns do ecossistema SciPy:

e NumPy é um pacote utilizado para computagdo cientifica contendo objetos para traba-
lhar com arrays (arranjos em portugués) multidimensionais, rotinas de operacdes em
arrays, transformadas de Fourier, dlgebra linear, estatistica, dentre outras funcionalidades
(NUMPY COMMUNITY,[2019).

e SciPy contém moddulos para matematica, ciéncias e engenharia. As fungdes trazidas pela
SciPy permitem o trabalho com dalgebra linear, célculo, interpolacdo, manipulacio de
arquivos, otimizacao, processamento de sinais, entre outros (SCIPY COMMUNITY|
2019).

e Matplotlib é uma biblioteca que permite plotar dados, tornando a visualizagao dos mesmos
tao simples quanto possivel (HUNTER et al., 2019). Segundo Hunter et al. (2019)), a
biblioteca possui um ambiente de estados de mdquina similar ao utilizado no software
comercial MATLAB@ trazendo uma experiéncia similar para usuérios familiarizados
com o MATLAB.

e SymPy é uma biblioteca que contém classes e fungdes que permitem a manipulagdo sim-
boélica de elementos matematicos, isto €, os elementos matematicos sdo representados de
forma exata e ndo aproximados (SYMPY DEVELOPMENT TEAM, 2019). Por exemplo,
ao se utilizar uma calculadora cientifica para realizar algum célculo com o nimero 7, sera
apresentado no visor o calculo utilizando uma aproximacao para 7. J4 na matemdtica sim-

bolica, 7 ndo seria aproximado e, portanto, o nimero continuaria sendo representado pela

9 <https://github.com/python/cpython/>.

10 O MATLAB, comercializado pela MathWorks, é uma ferramenta matematica e um ambiente de desenvolvimento
integrado voltado para o desenvolvimento de programas de natureza técnica, como, por exemplo, programas de
célculo numérico.
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letra grega. E importante perceber que, em determinados casos, a abordagem aproximada

€ mais eficiente e, em outros, a abordagem simbdlica.

Existem outros pacotes cientificos no ecossistema do SciPy e, também, fora do ecossis-
tema, porém, serdo citados, aqui, apenas esses devido ao fato de que os seus usos sdo voltados
para a matemadtica e aplicacoes.

A linguagem e ambos os componentes citados sao desenvolvidos em codigo aberto de
forma colaborativa. Uma das vantagens dessa forma de desenvolvimento € o rapido aperfeicoa-

mento de suas funcionalidades, documentacgao e, também, a rapida correcao de erros.
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2 CALCULO VARIACIONAL

Um dos problemas pertinentes ao cdlculo variacional € o de encontrar uma fungao
y = y(x), satisfazendo as condi¢des de contorno y(x;) = y; e y(x2) = y2, que faga com que o

funcional

hzlzﬂm%ﬂwn @.1)

onde f(x,y,y') é uma fungdo de classe C! (Ver Deﬁnigﬁono Apéndice , tenha valor minimo
ou maximo. Esse processo ¢ chamado de minimizar ou maximizar o funcional. Minimizar ou
maximizar um funcional € o mesmo que torna-lo estaciondrio. Assim, dizer que o funcional é
estaciondrio é o mesmo que dizer que ele € minimo ou mdximo. Os valores x1, X2, y; € y2 S30

nameros dados.

Para para encontrar a fun¢do y = y(x) procurada, s3o necessarias algumas ferramentas,
dentre as quais a abordada neste estudo é a equacdo de Euler-Lagrange. Os conceitos, definicdes
e resultados apresentados neste capitulo foram elaboradas segundo Assan| (2003), Limal (2004) e
Campos (2017).

2.1 Equacao de Euler-Lagrange

De inicio, € preciso demonstrar um Lema, conhecido como Lema de Lagrange, que

servird como base para a deducdo da equagao de Euler-Lagrange.

Lema 2.1. Sejam x| < x; fixos e G(x) uma fun¢do continua particular para x; < x < xp. Se
X2
/ 1(x)G(x)dx = 0
X1

para cada fungdo diferencidvel 1 (x) tal que (x1) = N (x2) = 0, concluimos que G(x) = 0, para

todo x de modo que x1 < x < xp.

Demonstracdo. Suponha que existe X tal que x; <X < xp ¢ G(X) # 0. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que G(X) > 0. Como G € continua, existe uma vizinhanga X < X < X; onde

G(x) > 0 em toda a vizinhanca.

E possivel construir a seguinte fungdo 7 (x):

0 para x| <x < X[
N(x) =9 (x—¥)*(x—%)> paraX{ <x < ¥

0 parax; <x < xp
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e entdo reescrever a integral do seguinte modo:

/xe n (X)G(X)dx — /Xz(x _x_1>2(x —X_Q)ZG(X)dx,

1 X1
Como G(x) > 0 em X7 < x < X2, a integral do lado direito é estritamente positiva,
contradizendo a hipétese. Portanto, G(X) = 0. A demonstragdo considerando G(x) < 0 é andloga.

[]

Suponha x1, X2, y1, y» dados, f uma funcio de x, y e y duas vezes diferencidvel. E

preciso construir uma familia de fungdes admissiveisﬂ, Ye(x), definida por:

Ye(x) = y(x) +&n(x), (2.2)

onde 1 (x) é uma fungdo diferencidvel arbitraria para a qual n(x;) = 1(x2) = 0. O ntimero € é o
parametro da familia. A representacdo grafica das funcdes admissiveis pode ser vista na Figura
Assim, a derivada de Y em relagdo a x, Y'(x), é

Y'(x) =y'(x) +en’(x). (2.3)
Reescrevendo a integral (2.1) utilizando as fungdes admissiveis definidas, tem-se

X2
I(g) = / f(x,Ye,Y)dx. (2.4)
X1

Note que a fungdo procurada y(x) é o membro da familia Y¢(x) quando € = 0. Ou
seja, se € = 0 pode-se substituir Y; € Y por y e y/, respectivamente. Deste modo, a fungio que
determina os extremos do funcional em (2.4)) é a mesma que determina os extremos em (2.1)
tomando € = 0.

A condi¢do necessdria para que uma funcio de uma varidvel real tenha um extremo em

algum ponto é que sua primeira derivada se anule nesse ponto. Entdo, é necessario que

7'(0) = 0. 2.5)

Com o intuito de que ndo haja confusdo com as notagdes, € necessario deixar claro que

I'(€) é a derivada de I em relagdo a €, enquanto que y', Y', 1’ sdo derivadas em relagdo a x.

Utilizando a Regra de Leibniz (Teorema[A.2]do Apéndice[A)), a derivada de (2.4)) pode

ser escrita como

I'(e) = /x2 3—{;()@ Ye,Y')dx,
X

Em outras literaturas, essas fungdes admissiveis podem ser chamadas, também, de fun¢des aproximadoras,
porém, devido ao uso de nomes parecidos em outros capitulos deste trabalho, foi preferivel o emprego do nome
funcdes admissiveis.

1
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Figura 2.1 — Representacdo grafica das funcdes admissiveis.

Y

><V

X1 X2

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

e, aplicando regra da cadeia, obtém-se

dfox afay af oy’
(o)
“‘Q)_/X1 <8x88+8Y88+8Y’8 d,

onde a primeira parcela do integrando € nulo, dado ao fato de que x independe de &, portanto

X )
— =0, ou seja,

e
dfdY df aY’
(o)
1(8)_/)” (8Y88+8Y’8 )dx 2.6)
Derivando (2.2) em funcéo de €, tem-se g—ﬁ = ? + 88 (em), de onde conclui-se que

oY

96 = 1, pois y e 1 independem de €. O mesmo acontece com (2.3), donde verifica-se que

oY’
5 = = 1’. Deste modo, de (2.6), obtém-se a integral

2 (d d
1’(8):/)61 (ai"*a;'”/) dx.

Para calcular I'(0), tem-se que € = 0 e, entdo, podemos trocar Y e Y’ por y e ¥/,

respectivamente, obtendo
af f
100y —
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29 f 2 df
I’Oz/ - dx+/ —n'dx.
(0) 3 oy
af , s
Integrando a segunda parcela, por partes, tomando u = 5 e dv = 1'dx de onde obtém-
y

d (d
se du = I (&—)];) dx e v =r1,segue que,

X2 X2
—/ vdu
X1 X1

Pomod (9f
LA e

‘xl

i [29f
1(0)_/x] ayndx—i—(uv

oy = [0S 2
1(0)_/x gyt | S

1

X
Sabe-se que a—f/n * = 0, devido ao fato de que 1M (x;) = N(x2) = 0, portanto, (2.7)
Yy ox
pode ser reescrita como
%9 f x d (df
r'0) = ——nd —/ — | == | nd 2.8
0= [ Gonas [ (55 ) ne 2

oy~ [P(9f_d (df
o= [ (5 (5) ) e

que, a partir da condicao necessdria (2.5)), deve ser igualada a O:

v (2 (f d [df B
0= [ (5 (55) e

permitindo, pelo Lema[2.1] obter a seguinte equagao:

of d (df\ _
EOR

A equagdo diferencial (2.9) € chamada de equacdo de Euler-Lagrange e permite encon-

trar uma fung¢@o f que maximiza ou minimiza a integral (2.1).

2.2 Condig¢des de contorno naturais e essenciais

Durante o processo para a obtenc¢do da fungio y(x) que torna o funcional estaciondrio
aparecem algumas condicdes de contorno que devem ser tratadas cuidadosamente. Por exemplo,

tomando o funcional
X2
I = / f(x,y,y/)dx,
X1
tem-se, da Secdo[2.1] que sua condi¢io de estacionariedade é dada por

“ (9f d [df of
/ (a—y‘a(a—y))”d”a—yf

X2

=0, (2.10)

X1
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onde, como j4 tratado, 1 representa uma variacao da funcao exata conhecida.

Admitiu-se, em (2.8), que n(x;) = 1(x2) = 0, porém isso nem sempre acontece. Exis-
tem casos em que, para que a condi¢do de estacionariedade (2.10) seja vélida é preciso, primeiro,

que a primeira parcela de (2.10) seja nula, donde se resulta a equacgio de Euler-Lagrange

af _d (If) _,
dy dx\ay )
e, ainda, que
af |
oy =

de onde, geralmente, surgem as duas igualdades

af B
Syl =0 2.11)
af B
Tyl = (2.12)

E importante deixar claro que pode acontecer, por exemplo, de 1 (x1) =0en(x) #0,

ou vice-versa, e, consequentemente, reduz-se uma dessas condi¢des de contorno.

Essas condi¢des de contorno sdo denominadas condi¢des de contorno naturais do
problema ou, ainda, problema de valor de contorno de Neumann. Elas tendem a aparecer

normalmente durante o processo de encontrar y(x), tornando o funcional estaciondrio.

Para o caso de funcionais que dependem de derivadas de ordem superior, da forma

X2
I=/ feeyy, .. y™dx,
Xi

aparecem diversas condi¢des de contorno parecidas com (2.11)) e (2.12). Um destes exemplos

aparece em ([2.22)).

Outro tipo de condicdes de contorno que aparecem com problemas do cdlculo variacio-
nal sdo condi¢des de contorno geométricas. As condi¢des de contorno geométricas precisam,
necessariamente serem satisfeitas e sao denominadas de condi¢des de contorno essenciais ou,

ainda, problemas de valor de contorno de Dirichlet.

A equacdo de Euler-Lagrange é uma equacao diferencial e, quando resolvida, fornece
uma solucdo geral, em fun¢do de suas constantes. Para determinar essas constantes e, deste
modo, a solucdo particular para a equacdo de Euler-Lagrange trabalhada é necessario o uso tanto
das condic¢des de contorno naturais quanto das condi¢des de contorno essenciais, como podera
ser visto no Exemplo[2.2]da Secao[2.4]
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2.3 Equacgao de Euler-Lagrange para funcionais que dependem

das derivadas de ordem superior

Existem também, funcionais que dependem de mais fung¢des, funcdes de mais de uma
variavel ou, ainda, que dependem de derivadas de ordem superior. O dltimo caso serd mostrado

aqui, tendo em vista seu uso nos proximos capitulos. Considere o funcional
X2
I= / FOeyy 3y, (2.13)
X

onde y( representa a n-ésima derivada de y. Pode-se aproximar y(x) através de fungdes admis-
siveis Ye(x) = y(x) + €n(x), onde 1 (x1) = n(x2) = 0 e N(x) deve ser uma fungao de classe C"
(Ver Definigdo no Apéndice [A). Desse modo,

Y'(x) =y'(x) +en'(x),

Y (x) =" (x) + 0" (x),

V@) =y ) +en) (@)

Substituindo y, y, y”, ..., y por suas funcdes admissiveis ¥, Y, Y, ..., YW em
(2.13), o funcional pode ser escrito como
X2
I(s):/ Fo,Ye, YY" Y™dx,
X
donde, derivando em funcdo de €, por meio da Regra de Leibniz (Teorema[A.2]do Apéndice [A),
tem-se

I'(e) = /x2 %(x,Yg,Y',Y”,...,Y("))a’x. (2.14)
X

Aplicando a Regra da Cadeia em (2.14)), I'(€) pode ser escrita como
x Y Y  af ay” af ™
1’(8):/2<af%+afa—+afa + / f—)a’x,
X1

Jxoe av e "aviae Tavi ge T T gy oe

dx ) )
onde — = 0, pois x ndo depende de &, assim,

e
w (9fdy df Y  df oY of oy
I =/ = b T ) d, 2.15
©=], <3Y 9 Tovioe Taviae T gy 9e | B
Derivando as funcdes admissiveis ¥, Y, Y”, ..., Y(") em relacdo a €, como j4 feito

Y oy () .
anteriormente, é possivel substituir em (2.15)), os valores de —— por n(x) e 3¢ Por n(x)

de
ondei=1,2,...,n. Assim, (2.15]) pode ser reescrito como

2 (0 d d d
I'(e) = /x1 <8—£n+a—£n’+87f,,n”+---+ aY];)n(")) dx. (2.16)
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Fazendo € = 0, pode-se substituir Y, Y’, Y”, ..., Y® por y, ¥, y", ..., y"), respectiva-

/ af df , Idf , f )
1) = [ (Ghn e Shnr sk S ) an

mente, entao

o) 2 9 2 9 n 9
1’(0)_/2 afnd + ajin’d + a{,n”dx+---+ ZF{;)n(”)dx. (2.17)
X1 X1 X1 X1

As integracdes para o caso geral serdo omitidas aqui. Nas duas subsecdes proximas,
serd mostrado o processo para o caso em que n = 2 e a equagdo geral para derivadas até a ordem

n.

2.3.1 Processo para funcionais que dependem de derivadas de segunda ordem

Fazendo uso de (2.13)) e (2.17) pode-se considerar o caso em que n = 2, onde o funcional

¢ dado por
X2
I= / flxy,y'y")dx,
X
e I'(0) é dado por

I'(0) = /xz afna’x—l— gf,n’d)ﬂ— aajj,n”dx. (2.18)

1 a X1 X1

d
A segunda parcela pode ser integrada, por partes, com u = a—f/ e dv = n'dx, donde
d

du = (gf)dxev—n logo

dx
wof of 2 d (8f)
n'dx — dx,
/xl 3y 8y’n x| /x1 ady nax

mas 1 (x;) = N(x2) =0, ou seja, a integral pode ser reescrita como

2af af
x| ay/n /xl <ay ) ek 19

A terceira parcela deve ser integrada duas vezes por partes. Na primeira integracdo, seja

d d (0
u= a]/c/edv—n”dx onde du = — (a];)dxev:n’. Assim,
2 of L, Af L ed (Af\

"dx — — | == dx. 2.20
x| ay//n ay//r’ x1 /xl dx <ay// n X ( )

d [ df
Integrando, por partes, a segunda parcela de (2.20), tomando u = T\ 9 )€ dv =

X y

2
n’dx, de onde du— d (5{,)dxev: 7. Portanto,
2 df _df af
- ay// n 07y” n X { (ayu) n

w d? [ of
x _/m dx? <9y”> ndx}
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e, como N (x;) =n(x2) =0,

= of of

n o d? o fof
N ay,,n WTI . ‘|—/x] (ay,/) T]dx (2.21)

Voltando a (2.18), e substituindo os valores de (2.19) e (2.21), tem-se

, 29 f /xz d (of 8f /xz d* (af
I'(0) = ——ndx— s oy ndx+ ==, + a2\ oy ndx,

X dy
de onde, reorganizando os termos e colocando 1 em evidéncia, €, finalmente, fazendo I'(0) = 0,

obtem-se
2 (df of of af
ro-= [ (55 dx Co 2
0=, <9y (ay)+dx2(9 7)) 1T gy 222
af |2 ., .
A segunda parcela de (2.22), 57 , ¢ uma das chamadas Condi¢des de Contorno
Y X1

Naturais e deve-se anular para que o funcional se torne estaciondrio. Porém, o foco nessa parte é
tratar a equacdo de Euler-Lagrange, que ¢ uma condi¢do necessdria, mas ndo suficiente, para que
o funcional se torne estaciondrio. As Condicdes de Contorno Naturais sdo tratadas na Se¢ao

Devido, entdo, ao fato de que a mesma deve-se anular, resta que

TR af d [(df d? af
0= (5 (55) () ) e o

onde, utilizando o Lema [2.TJem (2.23)), a equagdo de Euler-Lagrange obtida é

of d [(df d> [ df

oS () (2L ) =o. 2.24

dy dx <8y’) + dx? \ 9y (2.24)
E importante ressaltar, novamente, que a equacio de Euler-Lagrange (2.24) obtida é

uma condi¢do necessdria, porém nao € condicao suficiente para a estacionariedade do funcional.

2.3.2 Equacdo geral

Para a obtencao da Equacao Geral, para funcionais que dependem de derivadas até a
ordem n, 0 processo para a obtencdo da equacdo de Euler-Lagrange € andlogo. Em deve-se
integrar a segunda parcela por partes uma vez, a terceira parcela duas vezes, a quarta parcela
trés vezes e assim por diante, até que a n-€sima parcela seja integrada n — 1 vezes, também por
partes. Ao fim do processo, a equagdo de Euler-Lagrange serd obtida fazendo I'(0) = 0, isto €,
aplicando a condicao de estacionariedade e, por tltimo, utilizando o Lema [2.1] Deste modo, a

equacao encontrada é

of d [df > [ df > [ df af
()R S ER) L (3 e
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A equagido (2.25)) é escrita, também, como
i d
LD ( {>) 0
i=0 X

onde a primeira parcela < ) representa -

2.4 Exemplos

Exemplo 2.1 (Curva de Menor Comprimento entre Dois Pontos). E sabido, do cdlculo diferencial

e integral, que o comprimento, I, de uma curva y(x) é determinado por

I— /x 2+ (0 ()2, (2.26)

que é um funcional que depende de y'(x). Assim, pode-se determinar a curva y(x) que minimiza
o funcional, ou seja, encontrar a menor curva entre dois pontos dados onde x| e x, sdo as

abcissas do primeiro e do segundo ponto, respectivamente.

Solugd@o. Como o funcional de (2.26) depende apenas de y'(x), sua equagdo de Euler-Lagrange

of d (df\ _
RO

sera da forma

onde f(x,y,y") = /14 (' (x))>.

De (2.277)), fazendo as devidas derivagdes, tem-se a equacao

SN A CO N 228
w( H@%W) | =

de onde tem-se

1+ (x

e, devido ao fato de que o denominador 1+ (y/ (x))2 > 1, pode-se analisar apenas o numerador,
ou seja,
/ 2.0
yx))"y X
Y@y (v - T
+ (' (%))
Y@+ ()R = (Y)Y ()
14 (y'(x))?
resultando, apés manipulagdes no numerador, em
/!
YW

e, finalmente, y”(x) = 0.
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A equagdo diferencial y”(x) = 0 pode ser resolvida por meio de integragdes sucessivas
/y"(x)dx = /de = (x) =C)

/y'(x)dx: /Cldx:>y(x) =Cix+ (3,

ou seja, y(x) = C1x + C;. Deste modo, a curva de menor comprimento entre os dois pontos é um

segmento de reta. L

Exemplo 2.2. (ASSAN, |2003) Considere o funcional de energia potencial de uma viga dado por

1t a2\ 2 I
II1=-— Ell — | dx— dx, 2.29
2/0 (dx2> x /qux (2.29)

onde E é o modulo de Young do material, I é o momento de inércia da secdo transversal da

viga em relagcdo ao eixo baricéntrico, | é o comprimento da viga e q é a carga distribuida de

forma uniforme sobre a viga. Encontre v(x) de modo que I seja estaciondrio, com as condi¢cdes
d2

de contorno essenciais, v(0) =0 e v(I) = 0, e as condi¢des de contorno naturais e
X lx=
d*v

dx2 x:l.

Solugcdo. A determinagdo de v(x) pode ser feita diretamente utilizando a equacdo de Euler-
Lagrange (Ver Secao[2.1)), porém, aqui serd repetido o processo, mostrando que as condigdes de

contorno naturais realmente surgem durante o processo de obtencdo da equagdo. Variando v por

Ve =v+¢en em (2.29), tem-se
d*v L
Ao o [

de onde, derivando /(€) em relagdo a €, resulta em
dil _ t (d*v\ d (d*V ! dv
—=|[|El|-—S) —|-5]d —d 2.30
de /0 (dXZ) de (dxz) o Tag™ (2.30)

dll
Manipulando (2.30), e calculando E‘ K pois v pode ser substituido por v, natural-
e=

mente, chega-se a
dIl

! a>v\ [d’n
— = | EIl — d d
de le=0 /o (dxz) (dxz) o /(]Tl -

onde a primeira parcela deve ser integrada, por partes, duas vezes, resultando em

dIl

! d*v d*v v |l
= = I— — EIS— El=——n]| . 231
de le=o0 / ( A )r’d’“r dx3n’o @231)

=0, em 2.31),

dIl
Aplicando a condi¢do de estacionariedade, E 0
£=

! d*v

dll
de le=

El—n‘ —0. (2.32)
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E preciso, entdo, que os termos de (2.32) se anulem. A primeira parcela de (2.32)) resulta

na equacao de Euler-Lagrange

d*v
El— —g=0, 2.33
enquanto que as duas outras parcelas sdo as condi¢des de contorno naturais do problema
d*v
— =0, 2.34
dx? [x=0 ( )
d*v
— =0, 2.35
dx? |x=1 ( )
dv
- =0, 2.36
dx3 [x=0 ( )
d*v
— =0. 2.37
dx3 x=I ( )
4y
A equagdo de Euler-Lagrange (2.33) pode ser facilmente resolvida, isolando I e
X

integrando ambos os lados da equacdo quatro vezes seguidas. Ao final desse processo, a funcao

v encontrada sera

4 1.3 2.2
4 ¢ _C 2.
v(x) = X4+ —x"+ =x"+Cx+Cy, (2.38)

onde os coeficientes Cy, C2, C3 e C4 podem ser determinados através do uso das condi¢des de

contorno naturais € essenciais.

Da condigdo de contorno essencial, v(0) = 0, resulta que o coeficiente C4 = 0. Apli-

cando, entdo as condi¢des de contorno naturais (2.34)), tem-se

9 > )
<2E1x +Ox+G

=0,
x=0

resultando no valor do coeficiente C; = 0. Utilizando o outro extremo de (2.34)), tem-se

q 2 )
— C C =0
<2E1x ToxrQ)| =
onde )
ql
—4+C|l=0,
261 ¢!
ql
Itand Ci=———.
resultando em C; SEl
Para o dltimo coeficiente, C3, serd utilizado a outra condicdo de contorno essencial,
v(l) =0,
4
9 4 4
" — =
2agr’ ~ 12Er T
g’

tendo, assim, como resultado, C3 = .
24E]
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Substituindo, entdo, os coeficientes C;, Cp, C3 e C4 determinados na fungio v(x),

encontrada em (2.38)),

ql?

q 4 4l
(x) 24EI"

_ . 3
Xx) = 24E1x 12E1x + (2.39)

]
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3 METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Um dos objetivos do cdlculo variacional é encontrar uma fungdo y(x) que, dentre as
funcdes admissiveis torna o funcional estaciondrio. Uma das formas para se encontrar a funcao
y(x) é encontrando a Equacdo de Euler-Lagrange, ver Secdo2.1]e2.3]do Capitulo[2} associada

ao problema e, entao, resolvé-la.

A resolucdo de equagdes diferenciais e a determinacdo da solucio exata por meio das
condi¢des de contorno do problema €, entretanto, uma tarefa trabalhosa e, em muitos casos, até
ndo factivel. Para se esquivar de problemas como esses, surgem alguns métodos, dentre os quais

estd o método de Rayleigh-Ritz.

As explicacdes e os conceitos aqui utilizados foram elaboradas tomando como referén-

cias os autores Assan| (2003) e Rodrigues, Rodrigues e Hauser (2014).

O método de Rayleigh-Ritz propde que a fungdo y(x), exata, seja substituida por uma
fungdo aproximada v(x) que é formada pela combinacdo linear de fun¢Ges ¢;(x). Uma das
vantagens do uso do método € que ele nio requer que as condi¢cdes de contorno naturais sejam
satisfeitas (GROSSI; ALBARRACIN, 2001)). Deste modo, o método é empregado principalmente

em problemas onde as condi¢des de contorno naturais sdo de dificil resolucao.

Considerando o funcional

X2
I:/ f(x7y7y/>-“,y(m))dx’

1

com as condigdes de contorno y(xj) = y(xp) = 0, entdo a fungio y(x) é aproximada por meio da

fun¢do v(x) definida como
n
v(x) = Y aii(x),
i=1

onde os coeficientes a; € R sdo chamados de pardmetros de deslocamento, as fungdes ¢;(x) sdo
chamadas de fungdes de forma e devem ser linearmente independentes. As fungdes ¢;(x) devem
ser, também, diferencidveis até a ordem m, onde m é a ordem da maior derivada do funcional. A

funcdo v(x) é chamada de func¢ao aproximadora.

Substituindo y por v no funcional, / passa a ser uma func¢do de ay, a, ..., a,, isto &,
I=1I(ay,ay,...,a,). A condicdo de maximo ou minimo para o funcional / €, entdo, que as suas
derivadas parciais em relagdo a ay, ay, ..., a, se anulem, ou seja

ol
=0,
8a,~

comi=1,2,3,...,n.
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Exemplo 3.1. (ASSAN, 2003) A viga prismdtica da Figura|3.1|possui o funcional de energia

potencial total associado
1o [dv]? !
== El|—| dx— dx, 3.1
2 [de} x— [ qras (3.1)

onde E é o modulo de Young do material, I é o momento de inércia da secdo transversal da viga
em relacdo ao eixo baricéntrico, | é o comprimento da viga e q é a carga distribuida de forma

uniforme sobre a viga.

Figura 3.1 — Viga prismatica.

VLT
| : n

Fonte: |Assan| (2003, p. 25).

Utilize 0 método o método de Rayleigh-Ritz para aproximar a fun¢do exata v(x) através

de fungoes polinomiais de grau 2, 3 e 4 de modo que o funcional (3.1)) se torne estaciondrio.

Solucdo. E possivel encontrar uma fungio que aproxime a fungio exata v(x) tornando o funcional
(3.1]) estaciondrio utilizando o método de Rayleigh-Ritz. Esse processo sera feito utilizando trés

funcdes aproximadoras:

vi(x) =ap+aix+ ax’, (3.2)
va(x) = ag + a1 x+ axx* + azx>, (3.3)
v3(x) =ap+ax+ ax® + azx + agx”. (3.4)

Para pardmetro de comparag¢do com os resultados apresentados pelas fungdes vy (x),
v2(x) e v3(x) definidas em (3.2), (3.3) e (3.4)), serd utilizado o valor de méxima deflexdo da Viga
da Figura[3.1] Esse valor foi determinado no Apéndice [B] em (B.4)), como

l 5q1*
v (5) = 384D 3-5)

Como primeira aproximagdo, pode-se utilizar a fungéo v (x) = ag + ajx + ax?, de

onde, considerando as condi¢des de contorno essenciais, tem-se que v (0) = 0, levando a ap = 0,
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e de vi(l) =0, concluindo que a; = —apl. Assim, a fungao € escrita como

vi(x) = ar(x* — Ix).

Sua derivada é v (x) = a»(2x —1[) e, a derivada de segunda ordem & v/ (x) = 2aj.

Substituindo esses valores no funcional (3.1]), tem-se que

1 r! l
M= —/ 4Ela%dx—/ qas (x* — Ix)dx.
2Jo 0

Da condic¢ao de estacionariedade tem-se, que —— = 0 e, consequentemente

day

o 9

l
ERitE {/0 (2Ela% —ayq(x* — Ix)) dx} =0

oIl )
90 Jo 9@ [ZEIa% — arg(x* — Ix)] dx=0

l
3—2 :/0 [4Ela2—q(x2—lx)] dx=0

l A\ |
AEI ‘— o ‘ —0
setend, = (55 ) |

ISR &
4Elayl —q (— — —) =0

3 2
13
4Elarl + % =0
_ q12
a) = .
> 24E1
Com o valor de a; conhecido, € possivel determinar o valor de a; = —ayl, resultando
em
g’
a| = ——.
Y Vo)

Assim, a fung@o aproximadora v; pode ser escrita como

vi(x) = q_l3x_ q_lZXZ_
24E1 24E1

Calculando v, (%) a titulo de comparacao com o valor exato de mdxima deflexdo da
viga, dado por (3.3),
l gl
— | = ——. 3.6
. (2) 96EI (5-6)

Note que hd uma grande diferenga entre o valor encontrado pela fungdo vy (x), (3.6), e o
valor exato, (3.5)). Visando uma melhoria nessa aproximacao, faz-se necessdrio o uso da funcdo
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definida v;(x) = ag + a1x + axx* + azx>. Das condigdes de contorno essenciais, v2(0) = 0, de

onde ag =0, e v5(I) = 0, isolando a; = —ayl — a31?. Assim, a fungdo v (x) é

va(x) = ar (x* — Ix) 4+ a3 (x> — Ix).
Derivando a fungdo v, em funcdo de x, duas vezes, pode-se obter
Vo(x) = ar(2x— 1)+ a3 (3x* — I?)

vy (x) = 2a, + 6azx.

Substituindo (3.7) e (3.8) em IL, tem-se

1! !
Hzi/ (51(2az+603X)2)dx_/Cl(az(xz—IX)+a3(x3—lzx))dx-
0 0

Derivando IT em funcdo de a; € possivel obter

oIl ! 2
70, :/0 [2E1(2a; + 6azx) — q(x* — Lx)] dx =0
l
g_n = / [EI(4a2 +12a3x) — q(x* — lx)} dx=0
an 0

[
/ [4EIay + 12Elasx — gx* + qlx] dx =0
0

I 12a3El ,|! l [ 5!
4E1a2x‘ +a—3x2‘ —ilx3 +q—x2‘ =0
0 2 o 3 lo 2 o
2q13  3ql?
4Elay] +6a:EN? = 2L 297
6 6

2

4ay + 6azl = ——

ap +6aj 6El

2

_ql

2 3a3l = .

a3l =1p

Derivando IT em relacdo a a3 tem-se que

oIl !
— = / [6E1(2a) + 6a3x)x — g(x® — lzx)} dx=0
daz  Jo
l
/ [EI(12a; + 36a3x)x — g(x® — lzx)} dx=0
0

l
/ [EI(12ax + 36a3x>) —q(x° — lzx)] dx=0=0
0

12a; 5|0 36az ;| B L
oo (el 250 ) (5],-5) o
<2x0+ A L

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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1 1+
EI(6ay!* + 12a31°) — q (_) +q (_> =0

4 2
ql*
12a3] = ———
6a; + 12asl AEIL
2y + dasl = — 40 (3.10)
a a3zl = ———. .
27T 12E1

Montando um sistema de equagdes com (3.9) e (3.10):

2
—ql
2ar 4+ 3azl =
12E1 3.11)
—q12
2 4azl =
QA= E
€ possivel encontrar os valores de a; € as.
Subtraindo as equag¢des em (3.11]), tem-se
2 2
ql q!
4azl —3azl = —
A = Tk T 12K
a3 = 0.
Consequentemente,
ql?
a)=— .
2T T 24E]

Assim, a fun¢@o v, (x) é a mesma que v (x), ndo permitindo uma melhoria na aproxima-
cdo desejada, sendo, portanto, indtil para esse caso. Ainda, visando melhor aproximacao, deve-se

passar para a préxima fungfo aproximadora escolhida, v3(x).

Utilizando a fung@o v3(x) = ag + ajx + arx* + a3x> + asx*, tem-se das condicdes de
contorno essensiais que v3(0) = 0, donde ag = 0 e, v3(1) = 0, isto é ajl + axl* +a3l® + asl* =0,
donde pode-se concluir que a; = —asl — azl? — asl3. Substituindo ag e a; em v3 (x), podemos

encontrar a fungao

v3(x) = ap (6% — Ix) 4+ a3 (x> — %) + ag(x* — Px). (3.12)

Derivando v3 em relacdo a x, duas vezes:

Vi(x) = ap(2x — 1) + a3 (3% — 1) + ag (4x° — IP)

Vi (x) = 2as + 6azx + 12a4x°. (3.13)

Substituindo (3.12)) e (3.13) em I,

1 /! !
I1= E/ [EI(Zaz + 6azx + 12614)(2)2} dx—/ q [az(xz — Ix) +a3(x3 _ ZZX) +a4<x4 . l3x)} dx,
0 0
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de onde pode-se derivar Il em relacdo a ay, a3 e a4 para obter um sistema de equagdes permitindo

a determinacao de a», a3 € ay.

oIl
Fazendo — =0:
8a2

oIl !
30 = / [2E1(2ay + 6asx + 12a4x*) — q(x* — Ix)] dx = 0 (3.14)
> Jo

l
/ [El(4ar + 12a3x+ 24a4x?) — q(x* — Ix)] dx=0
0

I 124° )1 24 ! S et
El(4a2x’0+ axz‘-i- a4x3‘0)—q<x— —i‘o)zo

2 0 3 310 2
P qP
El(4ay] + 6a3l2 + 8asl®) = ‘% . %
l3
dasl +6a31* + 8asl’ = —%
2 ql*
2ay + 3azl +4ayl :_IZEI. (3.15)
I
Fazendo 8_ =0, tem-se
8613
aH ! 2 3 2
a_:/ [6xEI(2a) + 6a3x + 12a4x”") — q(x° — I°x)| dx = 0 (3.16)
as 0
dll ! 2 3 3 2
8—(13:/0 [EI(12azx+ 36a3x” +T2a4x°) — q(x° — 1°x) | dx = 0
12a, 2‘1 36a; 3‘1 T2ay 4‘1 Xl lzx‘l
El - - /" — i I -0
<2x0+3x0+4xo N\alo™ 20
gt
El(6ay1* + 12a31% + 18ayl*) = ‘% - "7
ql*
EI(6as1* 4+ 12a31® +18a4l*) = e
12
6ar + 12a3] + 18al? = —f—El
2 ql?
ay +2azl +3a4l” = — (3.17)
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oIl
Por udltimo, fazendo — = 0, tem-se
8 ag

o

l
5= / [12x2EI(2a2 + 6azx + 12a4x2) — q(x4 — l3x)} dx=0 (3.18)
ag 0

l
/ [EI(24a2x2 +72a3x> + 144a4x*) — g(x* — le)} dx=0
0

24ay 5|1 T2a3 40 144ay 5! O Bty
o (el el el ) - (515 ) =
(3x0+4x0+5x0 N\l 2 o

144 P gl
EI (8a213 + 18a3l* + ?a415) — % _ ‘17

144 3gl°
EIl (861213 + 18a3l* + 761415) S

10
144 3ql°
8arl> +18a31* + —ayul° = —
apl”+18ast 4 —omay 10E1
8ty + 18a3l + 24 412 = 3q1° (3.19)
G 1At T dal = 0T '

E obtido, assim, um sistema linear de 3 equagdes em 3 incdgnitas, com (3.13), (3.17) e

(3.19):
( 2
ql
2ar + 3azl + 4asl? = —
a2+ a3t 344 12E1
2 ql?
ar 4+ 2a3l +3a4l” = _24E1 (3.20)
3ql?
144 = 12 _
\8612 + 18a3l + Ta4l =~ “10EI
qgl? 3ql? _ , _
Chamando C = — T2E] eD=— T0ET’ tem-se a matriz aumentada do sistema linear
(3.20).

2 3 4% |cC
1 21 32 | ic|. (3.21)
8 181 2| D

donde, resolvendo o sistema (Veja a Segdo[C.4|do Apéndice|C), obtem-se os valores

a, =0, (3.22)
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ql
-2 2
az DEI (3.23)
q
__1 24
4= 4Kl (3.24)

Deste modo, substituindo (3.22), (3.23) e (3.24) em (3.12)), a funcdo v3(x) é escrita

como l
q 4 53 q 3.2
= ——(x" —Dx)— ——(x" —[“x). 3.25
Utilizando os trés valores, (3.22)), (3.23) e (3.24), da solugdo do sistema linear com
matriz aumentada (3.21)), é possivel determinar o coeficiente a; = —ayl — azl> — a4l®, que é
3
ql
= ——. 3.26
LY Yoy (3.26)

Nao hd, de fato, necessidade para a obteng@o do valor do coeficiente a;, pois v3(x) foi
escrita de forma independente de a; em (3.12). Este apenas foi feito para que a fungio v3(x)
possa ser escrita, a partir de (3.4), como

& I
) = 5 3 3+24qEIX4'

~24EI" 12EIN (3.27)

O valor de méaxima deflexdo, V3(%) ¢ dado por

(1)_ 5ql1*
Y3\ T 3R4ED

que € o valor exato de v(%) indicado em (3.5)). Ndo apenas isto, mas a fungdo v3(x), indicada em
(3:25) ou em (3.27)), é a fungdo v(x) exata.
[]

A fungdo v3(x), apresentada em (3.23)), no Exemplo € a funcdo exata procurada.
A escolha correta das funcdes de forma para a construcao da funcao aproximadora é de suma
importancia para um bom resultado no método de Rayleigh-Ritz. Existem alguns critérios
de convergéncia, que ndo serdo tratados aqui devido sua complexidade, porém, ainda com
os critérios de convergéncia a escolha das fun¢des aproximadoras é uma tarefa que envolve

tentativas e erros até que o resultado seja satisfatorio.

Por exemplo, o funcional (3.1) do Exemplo [3.1|tem sua fun¢do v(x) exata conhecida,
do Exemplo @, facilitando, desta forma, a escolha das fun¢des de forma. Como a fungdo exata
v(x) € uma fung@o polinomial de grau 4, a escolha da fun¢do aproximadora como uma fungao

polinomial foi bem pratica.

Devido a fungdo exata v(x) ser uma funcéo polinomial de grau 4, caso a fungdo apro-
ximadora escolhida, no Exemplo (3.1} ndo fosse uma funcdo polinomial de grau 4 ou superior,

dificilmente a mesma se tornaria a funcdo exata no método de Rayleigh-Ritz.
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3.1 O uso de fun¢des triangulares no método de Rayleigh-Ritz

Rodrigues, Rodrigues e Hauser (2014) apresentam o uso de fungdes triangulares como

funcdes de forma, visando a discretiza¢do da fungdo y(x). Considere o funcional

2
= [poc) (?) )6 — 2Ry ()| (3.28)

associado ao Problema de Valor de Contorno que modela a deflexdo de uma viga apoiada sobre

seus extremos. A funcao triangular trabalhada € definida como

(

0 se 0 <x<x

. sex;i_1 <x<x;
¢i(x) = ; (3.29)

se x; <X < Xy

hi
0 sexi1 <x<1
\
onde h; = xj+1 —x; e hj_1 = x; —x;—1. A Figura apresenta uma ilustracdo da fungdo ¢;(x)

definida. A fungdo exata, y(x), que torna um funcional estacionario, é aproximado, entdo, por

meio da fun¢do aproximadora

v(x) =Y aifi(x). (3.30)
i=1
Figura 3.2 — Fungéo triangular ¢;(x).
y(x) = ¢i(x) 4
1 ................................

><V

hi—1 l h;

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Observe que, de acordo com a defini¢do das fung¢des de forma ¢;(x), a fungdo v(x),

definida como combinagio linear das ¢;(x), funcionard apenas para funcionais que dependem
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apenas de derivadas de primeira ordem, visto que a derivada de segunda ordem de qualquer ¢;(x)

é nula.

A primeira derivada das fung¢des ¢;(x) em relaco a x € escrita como

0 se 0 <x <xi
1
W sexi—1 <x <X
¢; (x) = _’Il : (3.31)
h_ se X; <X < Xjy1
i
0 sexi ] <x<1

de onde a derivada de v(x) em relagdo a x é
n
'(x) =Y aio] (x). (3.32)
i=1

Aproximando y(x) por meio da fungfo v(x) definida em (3.30), o funcional (3.28) é

escrito como

2 2
I:/ol Plx) (;“i‘i’i'(x)) +q(x) (;aidn(@) ~2f(x (Zaqu ) dx.  (3.33)

Para determinar os coeficientes a;, as derivadas parciais de (3.33) em relagdo aos a;

devem ser todas nulas, ou seja,

ol
8a j
onde j =1, 2, ..., n. Utilizando A Regra de Leibniz (Teorema[A.2]do Apéndice [A)),

aa_;j:/oll (Zaltb, ) x) +2q(x (Zaqu > —2f(x )¢,-(x)] dx. (3.34)

Em (3.34)) foi utilizado o fato de que a derivada de Z a;¢;(x) em relacdo a algum a;,
i=1

:0’

n
onde 1 < j < n, resulta em ¢;(x). O mesmo vale para a derivada de Za,«pg (x) em relagdo a
i=1
algum aj, 1 < j < n, que resulta em ¢J’. (x).
Aplicando a distributividade na primeira e segunda parcela do integrando em (3.34),

tem-se

1 n n
88;] / [Z 2p(x)aidy ()9} Z (x)aigi(x (>)—2f(x>¢j(x>] dx

=il i=1

1l n
S /[z 2p(x)ai6](x)0](2) +24(x)aig, (x)91(x ]dx [ 256,00

i=1
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de onde, alterando a ordem de integracdo e soma, resulta em

aa_;j -y ( /01 [2p(x)ai] (x)9}(x) + 2q(x)aifi(x) 9 (x)] dx> - /O D0 (335)

i=1

De (3.35)), como a; é constante na integracdo em relagdo a x, tem-se

al u

1 1
da; )y <ai /O [2p(x)9; (x)9;(x) +2q(X)¢i(X)¢j(x)}) — /0 21 (x)9;(x)dx

i=1

al
que, aplicando a condi¢do — = 0, obtém-se

da;j

Z( / (x)9](x >¢;<x>+zq<x>¢i<x>¢,-<x>}) - 2£(3)05(x)dx = 0,

resultando em um sistema de n equacdes com n incognitas da forma

i (a, / ()97 (x) 9 (x) + 24 (x) 9i(x) 9 (x) ] dx) = /0 12f(x)¢j(x)dx, (3.36)

i=1

onde j=1,2,...,n

Chamando
1

mi= [ 2p()6/()9]() +29(x)0i(x)9;(0)] i, (337

© 1
bj= /O 2£(x)9;(x)dx, (3.38)

o sistema (3.36) pode ser escrito na forma

Y ai-mji=bj, (3.39)
onde j =1,2,...,n. Seja as matrizes M = [m;;] de ordem n x n, B = [b;] de ordem n x 1 e

A = [a;] de ordem n x 1, entdo o sistema (3.39) € escrito como M -A = B. A matriz M ¢é a matriz
de coeficientes, a matriz A € a matriz coluna de incégnitas e B € a matriz coluna contendo os

termos independentes.

A partir de (3.29) e (3.31), os produtos ¢;(x)@;(x) e ¢;(x)¢;(x) sdo ndo nulos apenas
quandoi= j—1,i= jei= j+ 1. Consequentemente, m;; € ndo nulo apenas para i = j — 1,
i=jei=j+1.

A construgdo do sistema M - A = B e sua resolucio, pelo método de Gauss-Jordan, serdo

implementado na linguagem de programacdo Python na Secdo §.1]do Capitulo A
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4 UTILIZANDO O METODO DE
RAYLEIGH-RITZ NA LINGUAGEM
PYTHON

Em se tratando de programacao, existem diversas formas de se trabalhar o método
de Rayleigh-Ritz em diversas linguagens. Para este trabalho foi escolhida a linguagem Python
por ser uma liguagem gratuita, de cédigo aberto, e com forte apelo a computagdo cientifica.
Ainda assim, existem diversas formas de se implementar algoritmos para o uso deste método.
O objetivo deste capitulo € de trabalhar e exemplificar como o método pode ser implementado

utilizando a linguagem de programacao Python.

Voltando ao funcional IT, definido em (3.1)) no Exemplo [3.1]do Capitulo [3] tem-se

1 /! 2v1? !
n=- [ Er|%Y] dx— / d
5 /0 [ dxz] X A qvdx
e tomando, ainda, a fungéo aproximadora v3(x) = ap+ajx+ arx* +a3x> + asx*, donde aplicando

as condi¢des de contorno essenciais, v3(0) = 0, obtendo ag = 0, e v3(I) = 0, encontrando

ay = —al — azl? — a4l?. Substituindo ag e a; em v3(x), tem-se a funcio
v3(x) = ar (x* — Ix) + a3 (x* — IPx) + as (x* — PPx).
Derivando v3 em relacdo a x duas vezes,

Vi (x) = 2ap + 6azx + 12a4x>.

Para a determinagdo dos pardmetros a;, a3 e ay4, deve-se substituir v3(x) no funcional

I1, e resolver o sistema

(o011
E
dIl
9a; Y
dIl

9y "

Tanto a derivacdo quanto a integragdo podem ser feitas manualmente ou utilizando o
pacote SymPy em Python, como feito no Cédigo
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Cddigo 4.1 — Codigo para a resolugcdo do Exemplo

from sympy import symbols, integrate, diff, Matrix

from sympy.solvers import solve

1, E, I, x, q = symbols(’lL E I x q’)
a3, a4 = symbols("a2 a3 a4d")

O© 00 < O U A W N =
)
N

v = a2 * (x**2 - 1%*x)

v = v + a3 *x (x**3 - 1*x*%x2 *x x)

v = v + a4 *x (x*x*x4 - 1%%x3 *x x)
10
11 dv = diff (v, x)
12 dv2 = diff(dv, x)
13
14 £ = (ExIx((dv2)*x%2)) / 2 - q * v
15
16 df a2 = diff(f, a2)
17 df a3 = diff(f, a3)
18 df a4 = diff(f, a4)
19
20 eql = integrate(df_a2, (x, 0, 1))
21 eq2 = integrate(df_a3, (x, 0, 1))
22 eq3 = integrate(df_ad4, (x, 0, 1))
23
24 sol = solve([eql, eq2, eq3], [a2, a3, a4l)
25 print(sol)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

O Cédigo [4.1] € executado rapidamente e o resultado é mostrado na Figura 4.1, com
a;=0,a3 = “1El eay = ﬁ Esses resultados sdo exatamente os mesmos apresentados no
Exemplo

O valor de a; = —ayl — azl* — asl® é determinado substituindo os valores de a,, az e

ay. Esse processo pode ser realizado de modo manual ou, mais rapidamente, utilizando a prépria
linguagem, adicionando o Cédigo[4.2]ao final do Cédigo .1} Os comandos al = al.subs(a2,
sol[a2]) indica que a varidvel al receberd o valor de a/ substituindo o simbdlo a2 pela solugao

do sistema encontrada no Codigo 4.1
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26
27
28
29
30

Figura 4.1 — Resultado apresentado pelo Codigo

0 - - eduardo@eduardo-pc: ~/Documentos/Faculdade/TCC/Repo/tee/src/pytho...

Arquive Editar Ver Pesquisar Terminal Ajuda

eduardo@eduardo-pc:

thon3 solve mrr_exemplo.py

{a2: 8, a3: -1*g/(12*E*I), ad: q/(24*E*I)}
eduardo@eduardo-pc:

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Cdédigo 4.2 — Codigo para a determinagao do coeficiente a; do Exemplo

al = -a2x1 - a3*1**%x2 - a4 * 1%*%*3
al = al.subs (a2, sol[a2])

al = al.subs (a3, sol[a3])

al = al.subs(ad4, soll[ad])

print (al)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

E possivel, ainda, construir uma fungio v(x) utilizando os coeficientes aj, a, a3 e

as (O coeficiente ag foi ignorado devido ao seu valor ser nulo) com o Cédigo[4.3] Utilizando,

novamente, o comando subs e a fun¢do definida no Cédigo pode-se calcular o valor de v3(x)

em algum ponto, como, por exemplo, em x = 5 O valor V3(%) € o valor de maxima deflexao.

31
32
33
34

Cdédigo 4.3 — Codigo para a definigdo da fungdo v3(x) do Exemplo

v = al*xx + sol[a2]*x**x2 + sol[a3]*x**x3 + sol[ad]*xx*xx*x4
print (v)
maxdef = v.subs(x, 1/2)

print (maxdef)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

E importante observar, no Cédigo que ao construir a varidvel v para representar a

funcdo, no primeiro coeficiente foi utilizado a varidvel al, enquanto que nas demais, foi utilizado

sol[a2], sol[a3] e sol[a4]. Isso se deve ao fato de que os valores para os coeficientes ap, az e
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a4 foram encontrados pela resolugdo do sistema, sendo a varidvel sol a sua solucdo. Ja, al foi

definida como sendo a equagdo do termo a; isolado em func¢do de ay, asz € a4.

Os Cédigos [4.1] f.2] e 4.3] sdo executados em sequéncia e, por essa razdo, estdo com
numeragdo de linhas sequenciais: O Cédigo {.T|tendo as linhas de 1 a 25, o Cédigo[d.2]de 26 a
30 e 0 Codigo[d.3]de 31 a 34. A Figura[d.2] mostra o resultado da execugdo dos Cédigos 4.1, [4.2]
ed.3Ino terminal.

Figura 4.2 — Resultado apresentado pelos Cédigos e

0 - - eduardo@eduardo-pc: ~/Documentos/Faculdade/TCC/Repo/tee/src/python...

Arquive Editar Ver Pesquisar Terminal Ajuda

eduardo@eduardo-pc:
thon3 solve mrr_exemplo.py
{a2: 8, a3: -1*g/(12*E*I), ad: q/(24*E*I)}
(24 I)
(f (24%¥E*T) - 1*q*x**3/({12%E*I) + q¥x**4/(24*%E*I)
5*1*¥*4%q/ (3B4*E*I)
eduardo@eduardo-pc:

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Observando, no terminal da Figura[4.2] pela ordem dos comandos print executados no
codigo, a primeira linha apresenta a solu¢ao do sistema, a segunda linha apresenta o valor do
coeficiente ay, a terceira linha apresenta a fungdo v3(x) e a quarta linha apresenta o resultado de

V3(%) que é o valor de maxima deflexdo da viga.

Ressaltando, novamente, que a escolha das fun¢des de forma utilizadas na fungio
aproximadora sao de suma importancia para o método de Rayleigh-Ritz. Para o uso de matematica
simbdlica, como nesse exemplo, deve-se tomar ainda mais cuidado com a escolha de tais funcdes
pois, em alguns casos, a integracdo simbodlica toma grande custo computacional. Em casos
onde a integracdo simbolica se torna ardua, ou até mesmo impossivel, o uso de algoritmos para

integracdo numérica é necessario.
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4.1 Resolvendo problemas com o método de Rayleigh-Ritz utili-

zando funcgdes triangulares em Python

O sistema M - A = B, encontrado na Secdo [3.1] do Capitulo [3] pode ser resolvido,
numericamente, utilizando a linguagem de programacao Python. A titulo de comparagdo serao
utilizadas as fungdes p(x) = €, g(x) = ¢* e f(x) =x+ (2 —x)e* que possui fungao exata y(x)

conhecida dada por y(x) = (x—1)(e ™" —1).

Viabilizando a implementa¢do do algoritmo, faz-se necessario relembrar m;; e b,

obtidos em (3.37) e (3.38), respectivamente:

1
mic= [ [20)0](06](3) + 20(x):(x)6, (0] i, @)

1
b= /O 2£(x)9;(x)dx. 4.2)

E ttil, também, a defini¢do da fungdo de forma ¢;(x), feita em (3.29), e sua derivada,
¢/ (x), obtida em (3.31):

0 se 0 <x<x—

sex;i_1 <x<Xx;

9i(X) = § iy —x : (4.3)
—— sex; <X < Xiq]

h;
\O sexiy] <x<1
4
0 se 0 <x<xi_q
1
h_ sexi—1 <x<Xx;
¢ (x) = ¢ 27! (4.4)
h_ se X <X < Xj41
i
0 sexi ] <x<1

\

Para a resoluc@o do problema, o primeiro passo € importar os componentes a serem
utilizados. No Cédigo [4.4] sdo importados os componentes numpy, utilizado para a criagdo
de alguns intervalos numéricos espagados. Do pacote math é importando a constante e. Do
pacote sympy € importado o método symbols para a definicdo de simbolos matematicos, de
sympy.matrices ¢ importado o método zeros para a criagao de um matriz de tamanho determinado
preenchida por niimeros zeros e de sympy.solvers € importado o método linsolve utilizado para a
resolugdo de sistemas lineares. Por tltimo, é importado o pacote matplotlib.pyplot como pyplozﬂ
utilizado para plotar gréficos.

I Utilizar o comando import matplotlib.pyplot as pyplot faz com que, em vez de sempre escrever matplotlib.pyplot,

se possa escrever apenas pyplot nos proximos comandos.
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Cédigo 4.4 — Importacdo dos pacotes utilizados para a resolucdo

import numpy

from math import e

from sympy import symbols

from sympy.matrices import zeros
from sympy.solvers import linsolve

import matplotlib.pyplot as pyplot

N N AW =

import matplotlib.patches as patches

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Para o uso das func¢des de forma ¢;(x) e ¢/(x), definidas em (#.3) e @4), respecti-
vamente, € preciso criar um conjunto numérico espagado (aqui o conjunto serd igualmente
espacado, mas nada impede o uso de conjuntos com espacamentos diferentes). Para a criagdo
desse conjunto foi utilizada a fung¢ao numpy.arangﬂ em Cdédigo No comando arange. O uso
do extremo 1.0001 € apenas para garantir que o nimero 1 esteja no conjunto gerado. A varidvel
n representa a quantidade de divisdes a serem utilizadas no intervalo para a discretizacio da

funcio exata.

Codigo 4.5 — Criagao dos intervalos numéricos

8 n =5
9 space = 1/(n + 1)
10 intervals = numpy.arange(0, 1.0001, space)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Cédigo 4.6 — Funcao de forma ¢ e sua derivada

11 def fi(i, x):

12 if x <= intervals[i - 1]:

13 return O

14 elif x <= intervals[i]:

15 h = (intervals[i] - intervals[i - 1])
16 return ((x - intervals([i - 1]) / h)
17 elif x <= intervals[i + 1]:

18 h = (intervals[i + 1] - intervals([i])
19 return ((intervals[i + 1] - x) / h)
20 else:

21 return O

22

23 def fi_diff (i, x):

24 if x <= intervals[i - 1]:

2 A fungiio numpy.arange cria valores espacados uniformemente dentro de um determinado intervalo.
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25 return O

26 elif x <= intervals[il]:

27 return (1 / (intervals[i] - intervals[i - 1]))
28 elif x <= intervals[i + 1]:

29 return (1 / (intervals[i] - intervals[i + 1]))
30 else:

31 return O

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Numericamente, as fun¢des ¢;(x) e ¢/ (x) foram programadas utilizando condicionais,
em Cédigo 4.6

No Cédigo [.6] o método utilizado para a integragdo numérica, que implementa a
chamada regra do trapézio, € mostrado. Dentro do método, a varidvel steps define em quantos
intervalos o dominio de integracdo serd dividido. Os parametros opcionais *args, do método
integrate, sdo passados para a fungdo a ser integrada, func, e serdo utilizados para passar os

indices i e j quando necessario.

Cédigo 4.7 — Algoritmo para integracdo numérica usando a regra dos trapézios

32 def integrate(func, start, end, *args):

33 steps = 10000

34 h = ((end - start) / steps)

35 half = h / 2

36 value = 0

37 for i in range (0, steps):

38 dh = func(start + h * i + half, *args)
39 if 1 == 0 or i == (steps - 1):
40 value += dh

41 else:

42 value += (2 * dh)

43 return (value * (h / 2))

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Para a integragdo numérica por meio do algoritmo implementado em Cdédigo é
preciso definir fun¢des com os integrandos de (4.1)) e (4.2). Essas fungdes sdo chamadas, no
c6digo, de m_intern e b_intern, respectivamente. Na implementagdo do C6digo [4.8] os métodos
m(i, j) e b(i) calculam os elementos das matrizes M e B, respectivamente. Nesses métodos, é
somado 1 aos indices i e j pois, na programacao os elementos sdao indexados a partir de O e, na

forma como definimos as fun¢des de forma ¢;(x), elas sdo indexadas a partir de 1.

Cdédigo 4.8 — Funcgdes utilizadas para criacdo das matrizes do sistema linear

44 def p(x):
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45 return ex**x

46

47 def q(x):

48 return exxx

49

50 def f(x):

51 return (x+(2-x)*e*xx)

52

53 def m_intern(x, i, j):

54 value = p(x) * fi_diff(i, x) * fi_diff(j, x)
55 value = value + q(x) * fi(i, x) * fi(j, x)
56 return value

57

58 def m(i, j):

59 i=i+ 1

60 j =3 +1

61 return integrate(m_intern, O, 1, i, j)

62

63 def b_intern(x, i):

64 return (f(x) * fi(i, x))

65

66 def b(i):

67 i=1i+1

68 return integrate(b_intern, 0, 1, i)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

O préximo passo, consiste em criar a matriz aumentada do sistema, os simbolos que

representam as incognitas e, entdo, resolvé-lo. Isso é feito no Cédigo .9

Cddigo 4.9 — Defini¢do e resolugdo do sistema linear

69 M = zeros(n, n+1)

70 for i in range (0, n):

71 M[i, n] = b(i)

72 M[i, i] = m(i, i)

73 if (i - 1) >= 0:

74 M[i, i - 1] = m(i, 1 - 1)

75 if (i + 1) < n:

76 M[i, i + 1] = m(i, i + 1)

77 coeficients = symbols(’a_0:{}’.format(n))
78 solution, linsolve (M, coeficients)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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Utilizando a solug@o do Cédigo4.9|e a fungdo exata y(x) = (x—1)(e™* — 1), é possivel
implementar métodos que representam a fun¢do exata e a fun¢do aproximada, plotando-as no

mesmo gréfico, como feito no Cédigod.10]

Cdédigo 4.10 — Plotagem das fungdes exata e aproximada

79 def function(solution, x):

80 value = 0

81 i=20

82 for ¢ in solution:

83 value += ¢ *x fi(i + 1, x)
84 i=1i+ 1

85 return value

86 def function_original(x):

87 return ((x - 1) * (exx(-x) - 1))
88

89 plot_interval

numpy .arange (0.0, 1.0, 0.01)

90 plot_original = function_original(plot_interval)

91 plot_aprox = []

92 for i in plot_interval:

93 plot_aprox.append (function(solution, 1i))

94 fig = pyplot.figure()

95 axes = fig.add_subplot(1l, 1, 1)

96 colori=’tab:blue’

97 color2=’tab:orange’

98 axes.plot(plot_interval, plot_aprox, color=colorl)

99 axes.plot(plot_interval, plot_original, color=color2)

100 axes.set_title(’Rayleigh-Ritz With n=’ + str(n))

101 blue_legend = patches.Patch(color=colorl, label=’Aproximada’)
102 orange_legend = patches.Patch(color=color2, label=’Exata’)
103 pyplot.legend(handles=[blue_legend, orange_legend])

104 pyplot.show ()

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Os Cadigos e sdo sequénciais e devem ser executados

dentro de um unico arquivo, por isso suas numeracgdes estao sequénciais. O resultado da execugdo
do cédigo para a resolugdo do sistema é mostrado na Figura[4.3] onde a curva de cor laranja é a
solucdo exata e a curva de cor azul € a discretizacdo. Para maior precisdo do método, pode-se
aumentar o valor da varidvel n do Cédigo [4.5] por exemplo, para 10. O gréfico plotado para

n = 10 é apresentado na Figura[4.4]

Quanto maior o valor da varidvel n no Cédigo @] maior a precisdo, porém, com maior

custo computacional. Consequentemente, quanto maior o valor de n, mais tempo o computador
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levard para a resolucdo do problema.

Figura 4.3 — Resultado do método de Rayleigh-Ritz utilizando fun¢des de forma triangulares

comn=>5.

Rayleigh-Ritz With n=5

0.200 A

0.175 A

0.150 -

0.125 -

0.100 -

0.075

0.050

0.025

0.000

I Aproximada

\ Exata

0.0

0.2 0.4

0.6 0.8

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

1.0

Figura 4.4 — Resultado do método de Rayleigh-Ritz utilizando fun¢des de forma triangulares
comn = 10.

Rayleigh-Ritz With n=10
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Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho, o cdlculo variacional e o método de Rayleigh-Ritz foram expostos de
forma introdutéria, inclusive, desenvolvendo as demonstragdes e calculos, de modo que todo
aluno com conhecimentos de cdlculo em vdrias varidveis possa compreender as ideias trabalhadas.
No decorrer dos estudos sobre tais temas foi observado a importancia e a necessidade de materiais

introdutdrios sobre ambos 0s temas.

Para o célculo variacional, o enfoque foi dado nas equacdes de Euler-Lagrange, condi¢do
necessaria para a estacionariedade de um funcional, de funcionais que dependem de uma
variavel, uma funcdo e de suas derivadas até uma ordem n qualquer. Esse enfoque dado se
deve, primeiramente, ao enfoque introdutério do trabalho e, em segundo lugar, a grande gama
de aplicacoes que podem ser desenvolvidas com as ferramentas estudadas, por exemplo, ao se

provar que a curva de menor comprimento entre dois pontos € um segmento de reta.

Ja no método de Rayleigh-Ritz, o foco foi dividido entre uma introdugdo ao tema,
desenvolvendo todos os célculos referentes ao exemplo, e o uso da Linguagem de Programacao
Python para agilizar o processo de minimiza¢do dos funcionais de forma rdpida e simples,

realizando as derivacdes, integracoes e, ainda, resolvendo sistemas de equagdes.

Os estudos desenvolvidos com a linguagem Python mostraram, também, a utilidade
da linguagem no meio cientifico, realizando tanto opera¢des numéricas quanto manipulagdes
simboélicas de forma eficiente. Isso evidencia a importancia da linguagem por ser gratuita, de

codigo aberto e multiplataforma, ou seja, uma linguagem acessivel.

O estudo introdutério ao cdlculo variacional e ao método de Rayleigh-Ritz, aqui apre-
sentado, pode ser ampliado, por exemplo, para fun¢des de mais varidveis, problemas de fronteira
livres onde as condi¢des de contorno sdo de outra forma, indo, até mesmo, aos métodos modernos
que utilizam, por exemplo, inteligéncia artificial, como o método Deep Ritz citado no primeiro

capitulo desse trabalho.
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APENDICE A — CONCEITOS DE
ANALISE NO R”

Durante o desenvolvimento dos resultados do texto, tais como a obten¢do da equacao
de Euler-Lagrange, € necessdrio o uso de alguns conceitos e resultados de Andlise no R". Estes

conceitos serdo trabalhados neste apéndice, tomando como referéncia Limal (2002).

Definicao A.1. Um conjunto K C R" é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos em

K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Teorema A.1. Seja f: X x K — R" continua, onde X C R™, para algum m, e K é compacto.
Fixemos xo € X. Para todo € > 0, existe um 8 > 0 tal que x € X,

x—x| <6 =|f(x,a)—
f(xo,@)| < &, seja qual for a € K.

Demonstragcdo. Suponha que o teorema nao seja valido, entdo existiriam € > 0 e sequéncias
de pontos x; € X, oy € K tais que |x; —xg| < % e | f(xk, 0%) — f(x0,0%)| = €. Passando a uma
subsequéncia, se necessario e admitindo que lim o = o € K, devido ao fato de que o conjunto

K é compacto.

Como,

X —Xo| < % —% <Xp—x0 < % entﬁo,xo—% < X, <x0+%, e, como lim (xo — %) =
X € lim (xo + 1) = xo, entdo, limx; = xo. Devido a continuidade de f tem-se € < lim | f (x, o) —
f(xo0, )| = | f(x0,0t) — f(x0, )| = 0, uma contradi¢ao, pois da hipétese € > 0. O

Teorema A.2 (Derivagado sob o sinal de integral ou Regra de Leibniz). Dado U C R", aberto,
seja f : U X [a,b] — R uma fun¢do com as seguintes propriedades:
1. Paratodo x € U, a fungdo x — f(x,t) é integrdvel em a <t < b.

2. A i-ésima derivada parcial %(x,t) existe para cada (x,t) € U X |a,b] e a fungdo 3—){ :

U x |a,b] — R assim definida é continua.
Entdo a fungdo ¢ : U — R dada por

b
o) = [ fend
a
possui i-ésima derivada parcial em cada ponto x € U, sendo

Io \_ [P9f
a—XZ()C)— ; a—xi(x,t)dl.
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Demonstragcdo. Considere

q)(x-l—se / fx+S€za ) —f(x,1)

dt,

b o
de onde subtraindo / a—f(x,t)dt de ambos os lados, tem-se
Xi

P(x+se) —@(x) (P If bTf(x+seit) = flxt) Odf
: [ ey = /{ ' - Shen|dr (A

Pelo Teorema do Valor Médio para fungdes reais, existe 6 € [0, 1] de modo que

fxtseit) = flxt) _df

s ~ dx;

onde 6 € [0, 1] garante que s esteja entre |0, 5|, satisfazendo as condi¢des do Teorema do Valor
Médio. Assim, de @ tem-se

bTa d
‘P()H—se / ax, _/a {aj:l(x-l—ese,, )— 8)J;(x t)] dt. (A.2)

=—(x+ Bse;, 1),

d .
Como —f é continua e [a,b] é compacto, pelo Teorema|A.1| para todo € > 0, existe

ox;
um 0 > 0, de modo que

af af £
Is| <6 = o ——(x+ Ose;,t) — o =—(x,1)| < P (A3)
seja qual for ¢ € [a, D).
b
Usando o fato de que dx‘ < / | f(x)|dx, obtém-se
brof of Plof of
/a {ax, (x+ Oser, 1) — a—xi(x,o} dt| < / St senr) = L (),
e, utilizando (A.3), tem-se a inequagédo
bTof af b g
/a {8)@ (x+ Osej,t) — e —(x, t)] dt| < /a b—adt
braf af
/a [3)6, (x+ Bsej,t) — 8_xi(x’t)] dt| < € (A4)
De (A.2)) e (A.4), verifica-se que
AR b
5] < & = | 2 F5€0) M”—/"%QLmh<s,
h) a x,

que é, a defini¢do formal do limite

i S Tse) @) _ P of

s—0 S 8)6,

——(x,t)dt,

ou seja,
8¢( baf

e 8x, (x,1)dt.
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Definiciio A.2. Seja o aberto U C R". Uma funcio f : U — R é dita de classe C° quando

¢ continua. Diz-se, também, que f : U — R ¢é de classe C' quando existem, em cada ponto

d d )
x € U, as derivadas parciais ——(x), ..., / (x) e, as n fungdes 2 :U — R, assim definidas,
ox1 ox, ox;

sdo continuas. Mais geralmente, uma funcéo f: U — R é dita de classe C*, onde k > 0 é um

inteiro, quando ela possuir derivadas parciais em todos os pontos de U e as fungcoes 8_f cey
Xi

af

ox,

: U — R forem de classe C*~ 1.

A Defini¢io é equivalente a dizer que uma funcdo f: U — R, onde U C R", é
dita de classe C* se todas as suas derivadas parciais até a ordem k existirem e, ainda, forem todas

continuas. Completando, f serd de classe C” caso seja continua.
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APENDICE B — ENCONTRANDO A
MAXIMA DEFLEXAO DA VIGA
ESTUDADA

Durante o estudo do método de Rayleigh-Ritz no Exemplo no Capitulo [3] faz-
se necessdrio ter valores para comparagdo. Com esse objetivo, pode-se determinar a maxima
deflexdo da viga a partir da solug@o analitica v(x) do problema, determinada no Exemplo 2.2|da
Secdo[2.4]do Capitulo 2] a partir de (2.39),

qg 4+ 4ql 5 g
— 4 A . B.1
YO = oamr T el T oaEr (B.1)
Derivando (B.T)), tem-se
4q 3ql gl
/ 3 2
_ _ _ B.2
YW= E5 T el T (B.2)

Fazendo v'(x) = 0 é possivel determinar os pontos de maximo e minimo da fungdo,
donde ;
49 5 69l , gl
1 3 -0
24E1" ~24ET" T 24EI

433 — 62+ 12 =0. (B.3)

[
A equacdo (B.3) tem como uma de suas solucdes o valor x; = oh pois

4! 3 e 2+l3—0
2 2 -
l
de onde, realizando uma divisao do polindmio de (B.3) por x — 5 € possivel determinar os outros

extremos. Deste modo,
l
47 — 6l + 1 = (x — E)(4x2 —4ix—20%) =0,

e, portanto, para a determinacdo dos outros extremos deve-se resolver a equagdo de segundo

1 3 1-v3
grau 4x? — 4lx — 21> = 0, que resulta em x, = #l ex3 = (—2\/_)1.

. ! :
Fazendo o estudo de sinais de v/ (x) resulta que x; = 3 € ponto de maximo, enquanto

que os demais sdo pontos de minimo, logo, a mdxima deflexdo da viga acontece quando x = 7
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Calculando o valor da maxima deflexdo,

DN_ g (N gl (1Y, el (1
Y\2) 7 24E1 \2 2EI\2) T24E1\2

l 5q1*
Y (§> ~ 384EI B4
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APENDICE C - BREVE INTRODUCAO
A LINGUAGEM PYTHON

Durante o trabalho, sdo utilizados trechos de c6digos na linguagem Python. Para auxiliar
a introdugdo nesse universo, € apresentado aqui, uma breve explicagdo sobre sua instalagdo e
execuc¢do de programas. Na ultima sec¢do, € apresentado o codigo utilizado para a resolugdo de

sistemas lineares na linguagem.

C.1 Instalando

A linguagem de programacado Python € distribuida gratuitamente e pode ser baixada
no seu sit E necessdrio ressaltar, também, que em distribuicdes Linux, como o Linux Mint,
a linguagem geralmente ja vem instalada por padrdo. Devido a isso e, também, ao fato de
que usudrios de ambientes Linux costumam ter conhecimentos avangados sobre instalacdo de

programas, serd explicado nessa se¢ao apenas a instalacdo no sistema operacional Windows.

O executavel da linguagem Python pode ser baixado em seu site, na aba Downloads,

como pode ser visto na Figura [C.]

Figura C.1 — Pagina de download da linguagem Python.

Python

e python’ . I

About Downloads Documentation Community Success Stories News Events

\
Locking for Python with a different 0S? Python for Windows, \

Linux/UNIX, Mac OS X, Other | /

\ o
Download the latest version for Windows m \ lﬂ
-
‘ ,
| /S

Want to help test development versions of Python? Prereleases,
Docker images

Looking for Python 2.7? See below for specific releases

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Sua instalacdo € extremamente simples e rdpida. Basta executar o instalador baixado
da pédgina da Figura[C.I] marcar a opgéo "Add Python 3.8 to PATH", como na Figura [C.2] para
facilitar a execucdo de codigos com a linguagem e clicar em Install Now, isto €, instalar agora e

esperar até que a instalacao termine.

' <https://www.python.org/>.


https://www.python.org/
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Figura C.2 — Instalador da linguagem Python no Windows.

5 Python 3.8.0 (32-bit) Setup

= ) |

-

pgthf(_)n

windows

Install Python 3.8.0 (32-bit)

Select Install Now to install Python with default settings, or choose
Customize to enable or disable features.

& Install Now
Ci\Users\Eduarde\AppData'\Lecal\Programs\Python'\Python38-32

Includes IDLE, pip and documentation
Creates shortcuts and file associations

< Customize installation
Choose location and features

Install launcher for all users (recommended)
Add Python 3.8 to PATH

Cancel

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Apos a instalacao da linguagem, € necessario instalar alguns pacotes utilizados aqui

neste trabalho. Para tanto, é preciso executar o prompt de comandos do Windows, ou terminal

em distribuigdes Linux. No Windows, basta digitar cmd na barra de pesquisa do menu iniciar,

como na Figura[C.3]

Figura C.3 — Barra de busca com o prompt de comandos do Windows.

Programas (2)

B crd.exe
Git CMD (Deprecated)
Documentos {170)
uuid.cmd
sshpk-ceonv.cmd
sshpk-sign.cmd
sshpk-verify.cmd
node-pre-gyp.cmd
fimraf.cmd
Arguivos (492)
cmd
|| emd.pyi
|| emd.pyi
emdjs

| yfonts_cmd,json

,‘» Ver mais resultados

[emd w| | Desligar | |

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Com o prompt de comandos aberto, deve-se executar o c6digo pip install numpy para

instalar o pacote numpy. Apés a instala¢do, uma janela parecida com a Figura|C.4]deve ser vista.

Esse mesmo processo deve ser repetido com os comandos pip install sympy para instalar o pacote

sympy e pip install matplotlib para instalar o pacote matplotlib. Esses tr€s pacotes sdo utilizados

durante este trabalho.
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Figura C.4 — Prompt de comandos ap0s a instalacdo do pacote numpy.

el =)

EX C\Windows\system32\cmd.exe
Microsoft Windows [versdo 6.1.76611

m| »

[Copyright <c> 208? Microsoft Corporation. Todos os direitos reservados.

C:“Users“Eduardo>pip install numpy

[Collecting numpy
Douwnloading https:/sfiles.pythonhosted.orgspackages 5c-28-32caB28c2dcaa3f1808dc

c52266d6856d3e24f 63ca?6h8f cdaf ?hdhd4aeB4- numpy—1 .17 . 4-—cp3B—cpIB-—win32.whl {16.8H

' ! 18.8MB 411kBrs

Installing collected packages: numpy
Buccessfully installed numpy—1.17.4

C:~Users Eduardo>

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

C.2 Executando programas

Para executar programas, ou scripts, na linguagem Python, existem diversas formas,
sendo a mais convencional delas executar via o prompt de comandos do Windows ou no terminal
do Linux. No Windows pode-se utilizar o ambiente de desenvolvimento que € instalado junto a
linguagem, chamado de IDLE. Ao abri-lo, deve-se ir no menu File e, entdo, em New File para
criar um novo arquivo. O cédigo deve ser escrito nesse novo arquivo e salvo. Para executar este

c6digo basta, entdo, ir no menu Run e, depois, em Run Module, como na Figura [C.5]

Figura C.5 — Janela do IDLE com o menu Run aberto.

-
| @ triangulate.py - C:\Users\Eduardo\Desktop\Python\scripts\triangulate.py (3.8.0) ‘ =HEC] &J
File Edit Format Optiens  Window  Help
nunmpy -
math Run... Customized Shift+F5
zﬁg | CheckModue  AlteX
sympy.sol Python Shell =
matplotlib.pyplot pyplot
matplotlib.patches pktches
n = 10

space = 1/(n + 1)
intervals = numpy.arange (0, 1.0001, space)

fi(i, =):
®x <= intervals[i - 1]:

0

®x <= intervals[i]:

h = (intervals[i] - intervals[i - 1])
((% - intervals[i - 1]) / h)

®x <= intervals[i + 1]:

h = (intervals[i + 1] - intervals[i])

({intervals[i + 1] - =) / h)
0

£i diff(i, x):
®x <= intervals[i - 1]:
0
®x <= intervals[i]:

Ln:7 Col: 30

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.
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A segunda forma, indicada para usudrios que detenham um nivel de conhecimento
mais alto sobre sistemas operacionais, é executar, no prompt de comandos ou no terminal a
linha python arquivo.py, onde arquivo.py representa o caminho para o arquivo no sistema. Por
exemplo, como os cddigos deste trabalho foram desenvolvidos em um ambiente Linux, todos os

cddigos foram executados deste modo.

C.3 Principais operagoes

Para facilitar o entendimento dos cédigos ao longo do trabalho, é apresentada uma lista

com algumas das principais operag¢des aritméticas na linguagem Python na Tabelal[l]

Tabela 1 — Principais operagdes na linguagem Python

Operacao Descricao

xX+y Somadexey

xX-y Subtracdo de x por y

x*y Produto de x por y

x/y Divisdo de x por y

x/y Parte inteira da divisdo de x por y
x%y O resto da divis@o de x por y

x **y x elevado a poténcia y

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

C.4 Resolucdo de sistemas lineares

O sistema linear com matriz aumentada (3.21]) pode ser facilmente resolvido utilizando
métodos trabalhados em Algebra Linear, como, por exemplo, o0 método de Gauss-Jordan, de
forma manual. Outra forma de se resolver o sistema € fazendo o uso da linguagem de programacao

Python, através do comando linsolve que utiliza o0 método de Gauss-Jordan.
Deste modo, seja, o sistema com matriz aumentada (3.21)
2 31 4% | cC

120 32 | ic|, (C.1)
8 18! 12| D

onde )

= —%, (C.2)
€ 3 5

S 1(?1151' (C.3)

Para a resolucio do sistema usando Python é necessdrio, primeiro, importar alguns

componentes da biblioteca SymPy:
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from sympy import symbols, Matrix

from sympy.solvers import linsolve

Serdo importados os componentes symbols para permitir a definicdo de simbolos
matematicos, Matrix para a manipula¢do de matrizes e, finalmente, linsolve para a resolucio de

sistemas lineares.

Para a definicdo do sistema, utilizaremos os mesmos simbolos, /, C, e D, que sdo

definidos, dentro da linguagem, utilizando o comando symbols importado:

1, C, D = symbols(’1 C D’)

A matriz aumentada € definida utilizando o componente Matrix importado. Cada uma
de suas linhas € escrita como um Array contendo os elementos das colunas. A matriz € escrita,

entdo, como um Array de linhas.

A = Matrix ([
[2, 3 *x 1 , 4 * 1%xx2 , C 1,
[1, 2 *x 1 , 3 * 1x*x*x2 , C/2],
[8, 18 * 1, 144 / 5 * 1**2, D 1]
D

A resolucgdo do sistema € feita pelo método linsolve ja importado. O método linsolve
da linguagem Python utiliza o método de Gauss-Jordan para a resolugdo de sistemas lineares
(SYMPY DEVELOPMENT TEAM, 2019). Primeiro, definimos trés novos simbolos, a;, a> €
az que sdo as incdgnitas do sistema e entdo, executamos o método passando como argumento a

matriz A definida e os simbolos.

a2, a3, a4 = symbols("a2 a3 a4")
sol, = linsolve (A, [a2, a3, a4])
print (sol)

O comando print(sol) exibe a solugdo do sistema linear, como um Array (Veja Figura

[C.6). O primeiro valor do Array corresponde a incégnita as, o segundo valor a a3 e o dltimo
1 1

valor a a4. Assim, ap = —4.5C+1.25D, a3 = 7(10C —2.5D)eas = l—z(—SC—f— 1.25D). Pode-se

converter os nimeros decimais para fragdes obtendo

5 9
a) = ZD - EC, (C4)
1 5

as = 112 (éD — SC) . (C.6)
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Figura C.6 — Execuc¢ao do cddigo para a resolugdo do sistema linear.

€ - © eduardo@eduardo-pc: ~/Documentos/Faculdade/TCC/Repo/tee/sre/pytho...

Arquivo Editar Ver Pesquisar Terminal Ajuda

eduardo@eduardo-pc:

$ python3 sistema linear.py
(-4.5*%*C + 1.25*D, (9.99999999999999*C - 2.5%D)/1, (-5.0*%C + 1.25%D)/1%%2)
eduardo@eduardo-pc:

3

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Substituindo C e D, de (C.2) e (C.3), em (C.4), (C.3) e (C.6) e simplificando os valores

obtem-se a solu¢do do sistema

a 20,

__ 4
as = T12EI’
[ L

24E1

O cédigo completo utilizado para a resolugdo do sistema linear com matriz aumentada

(C.I)) é apresentado em Cédigo[C.1]

O 0 9 N Lt AW N

10

12
13
14
15

Cddigo C.1 — Resolucgao de sistemas lineares em Python

from sympy import symbols, Matrix

from sympy.solvers import linsolve

1, C, D = symbols(’1 C D’)

A = Matrix ([
[2, 3 % 1 , 4 % 1%x2 , C 1,
[1, 2 * 1 , 3 * 1%x*2 , C/21,
[8, 18 * 1, 144 / 5 x 1*xx2, D 1]
D

a2, a3, a4 = symbols("a2 a3 a4")
sol, = linsolve(A, [a2, a3, a4])

print (sol)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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